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Abstract

Pour des problemes de coques en membranes, nous avons donné dans [5] et [6] des
conditions d’admissibilité indépendantes de I’épaisseur pour des forces extérieures sur-
faciques. Nous étudions ici la pertinence de ces criteres dans des cas représentatifs de
géométries et d’encastrement.

2000 Mathematics Subject Classification: 74B05, 74K15, 7T4K25.

1 Introduction

Considérons une famille de coques en membrane généralisées linéairement élastiques de
type 1 c’est & dire en flexion pure inhibée (voir définition dans [2] p262 ou dans [8]) de
surface génératrice S et soumettons la a des densités surfaciques de forces extérieures h, les
conditions d’encastrement se traduisant par des conditions aux limites de type Dirichlet
homogene, posées sur une méme portion du bord latéral I'y.

En faisant tendre I’épaisseur des coques vers zéro, on ramene les problemes variation-
nels 3D bien posés a un probleme variationnel 2D bien posé lorsque h appartient au dual
de ’espace ou on cherche les déplacements (voir [1], p129 ou [2]). Si les forces vérifient
de plus les ” conditions d’admissibilité” données dans [3], alors la suite des solutions 3D
converge fortement et sa valeur moyenne dans 1’épaisseur converge fortement également,
vers I'unique solution du probleme 2D.

Dans [5] nous avons simplifié les conditions d’admissibilité dans le cas ou les forces
extérieures sont exclusivement surfaciques et les avons rendues indépendantes de ’épaisseur.
Cette nouvelle formulation permet par la suite d’identifier plus facilement des conditions
suffisantes d’admissiblité, en donnant par exemple des conditions d’existence de solutions
a un systeme d’EDP comme dans les cas particuliers traités dans [6] et dans [7]. Toute-
fois la méthode utilisée dans le cas de surfaces hyperboliques ou paraboliques ne permet
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pas de conclure dans le cas " pathologique” (voir [8]) de surfaces elliptiques partiellement
encastrées comme nous allons le voir en étudiant le cas d’'une demi-sphere décalotée, en-
castrée sur sa base.

2 Notations et définitions

Dans ce papier, les indices grecs sont a valeur dans {1,2}, et les indices latins sont dans
{1,2,3}. On utilise la convention de l'indice répété et d;; désigne les symboles de Kro-
necker.

Dans un domaine w de R?, considérons une carte  : @ — R3 € C3 (w; R3), injective,
telle que, pour a = 1,2, les deux vecteurs a, = 0,0 (y) soient linéairement indépendants
en tout point y € w. Supposons que la surface génératrice des coques soit S = 0(w)
et que les coques soient encastrées le long de T'y = 6(79) et notons V(w) l'ensemble
{veH'(w),v=0o0nn~}.

Sous ces hypotheses, les conditions d’admissibilité pour la densité de force surfacique
h := (h') obtenues dans [5] reviennent & trouver des conditions d’existence d'un tenseur
symétrique (h®%) & composantes dans L?(w) tel que :

/ hiviv/a dw = / hPyas(VIVadw, Vv = (v;) € V(w) (1)

w
ol a est le déterminant du tenseur métrique de S exprimé en composantes covariantes
(aap) = (aq - ag) et v,3(v) sont les composantes covariantes du tenseur linéarisé de
changement de métrique. Ces composantes ont pour expression
Yap (V) = % (0pva + Oavg) — [o5vs — bagus
ol les symboles de Christoffel 105 et les composantes covariantes b,z du tenseur de cour-
bure de S sont obtenus de la base covariante (aj, ag, as) (avec az = ;lﬂ) et de la base

1Aag|
contravariante (al, a%, a®) (avec a’ - a; = §;;) selon les formules :

ap =% - Oaag et bog := a3 - Jaag

3 Applications a différents types de géométries

Pour exploiter la formulation variationnelle (1), on a montré dans [6] que si on trouve des
conditions suffisantes sur h pour que le systeme d’EDP

—05(h*P\/a) — I’O‘ﬁ(h"fa\/a) =h*/a pour a=1,2
11 12 22 _ 13 (2)
—bi1h™" — 2bigh™® — bagh** = h

d’inconnues h*? admette au moins une solution telle que
Rl € L2(w), 01kt € L?(w), h'lng = 0 sur 7,
h?? € L?(w), 02h*? € L?(w), h**ny = 0 sur 7y, (3)
h'2 € HY(w), h'? = 0 sur v,
h12 — h21,
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ou 1 représente le bord libre, alors une telle densité h est admissible.

3.1 Géométrie hyperbolique

On étudie ici le cas d’un hyperboloide de révolution H encastré sur sa base. Les équations
cartésiennes de ‘H sont

2 2 2
x T T
—; —;——gzletzogxggzl.

ar a3 ag
On choisit une paramétrisation of H le long des lignes asymptotiques de sorte que

asymptotic lines

arctan(22)

2 -

0 B

— arctan( )

0 -

Hyperboloid

Figure 1: hyperboloide de révolution encastré sur sa base

(g eoslety) sin(oty) L
(p,%) (1COS(¢_¢), o (o —u) ™" (¢ ¢)>

ou w est 'ouvert

w o ={ ((p,w),apG]O,W[,wE]go—arctan%,w—arctané—g[ }
={ (cp,w),wE}—arctan%,w—arctang—g, [,
pE }max (1/1 + arctan Z—Q,O) , min (1/1 + arctan %,ﬁ) [ },

le bord libre I'; est paramétré par

7 =1 |y, p — arctan Z—;) ,p €10, 7'['[}

= Q/J—I—arctan%,@b),1/)6]—arctan%,7r—arctan2—g[},

le bord encastré I'y est paramétré par

Y =1 (¢, — arctan é—g) ,p €10, 7'['[}

= ¢+arctan2—g,w>,¢E]—arctan%,w—arctané—g[}.
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Considérons enfin 'ouvert @ contenant ’ouvert w

~ 20 21 20 21 20
w := |arctan — — arctan —, 7| X [arctan — — arctan —, 7 — arctan —
as as as as as

On cherche le déplacement dans l'espace V (w) défini par
V(w) = {v € H' (w), v 7-périodique, v = 0 sur ’yo} ,

et on introduit les espaces

Ve (w):={he L? (w),0,h € L* (w) , h m-périodique and hv, = 0 sur "},

Vi (w) := {h € L* (w),0yh € L* (w) , h m-périodique and hvy, = 0 sur 71 } .
La seconde forme fondamentale (bag),, 5 est m-périodique et vérifie

bi1 = bag = 0 and by2 # 0,
les symboles de Christoffel sont également w-périodiques, tels que,
I = —T3 = 2tan (p — ¢) , Ty =T7; = 0,T1, # 0 and T3, # 0,

enfin, la jacobienne /a est m-périodique non nulle. En conséquence, d’apres (2) et (3) la
densité m-périodique de force surfacique h est admissible s’il existe Al € Vi (w), h?? ¢
Vi (w) et h'2 € V, (w) NV (w) telles que :

—0,(h1\/a) - 9y (W2\/a) — Th k' a - 2T, 12 /a = hl a
—~0,(h12/a) — 9y (h?\/a) — THh?2\/a — A2 /a = h\/a (4)
—2b19h12 = 3

Theorem 1. La densité m-périodique de force surfacique h est admissible si

h? € H' (w), 0pph® € L2 (w) ,h% =0 sur v
dpht € L? (w), (5)
Oph? € L? (w).

Proof. Soit h = (h*) une fonction 7-périodique de L? (w) vérifiant (5). Nous savons que h
est admissible si on peut trouver h'! dans Vy, (w), h? dans V, (w) et h'? dans V,, (w)NVy, (w)

satisfaisant (4). La fonction h'? = 2b convient puisqu’elle est dans V,, (w) NVy (w). On
remplace h'? par cette valeur dans (4) et on obtient ainsi deux EDP découplées :

9, (h'Va) — 2tan (¢ — ) (h''Va) = (h'Va) — 0y (h?’f) F12fﬁ\/&
et

—9y (h*V/a) + 2tan (¢ — ) (h**/a) = (h*Va) — Oy <2b112h3\/5> - l;l%hi’\/a.
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On remarque que
11 11 2 hlva
0y (K Va) + 2tan (¢ — ) (k"' Va) = cos® (¢ — ) I, <0082 (=) )
et que
22 22 2 h"a
9y (h**Va) = 2tan (¢ — ¥) (R**V/a) = cos® (o — ) Iy (Cosz (o — ) >
ainsi, apres avoir posé
. 1

frim gy (- v +ou (5 00va) ) + 12 0iva)

cos? (¢ — )

;o 1

= e (A o (e @) ) 12 v )

ou fl et f2 sont toutes les deux 7-périodiques et appartiennent & L?(w) du fait des
régularités supposées, on en déduit que h est admissible si on peut trouver une fonction
Rt € V, (w) telle que :

F12

h“\/ﬁ
690 2 —
cos? (¢ — 1)
et une fonction h?2 € V (w) telle que :
h22\/5
Op | —7———
cos® (¢ — ¥)

Prolongeons fl par zéro sur @ et notons f; cette extension. Comme fl est dans L? (w)
alors f) est dans L? (@) . Pour presque tout (¢,) € w, définissons la fonction

cos? (p— ) [* :
= d
g (807 Tr[)) \/6 /1/)+arctan (%03 fl (777 sz)) 7,

et montrons que g appartient a V, (w). Pour le faire, il suffit de prouver que I'intégrale

> = f1 dans L? (w)

) = f5 dans L? (w).

ff+arctan ™ fi (n,%) dn est dans L? (w) et s’annule sur ;. Ce deuxiéme point est évident.

D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour presque tout (¢,%) € w, nous avons :

P R 2 P - 4 9
/ fr(nd)dn | < / Ji (n, ) dn/ 1%dn| .
Y-+arctan Z—g Y+arctan Z—g Y+arctan Z—g

Puisque pour tout (¢,%) € w nous avons ’gp - — arctang—g

@ 2 ™
</ . f1(n,¢)dn> Sw/ 1 (n.9) dn
¢+arctan£ 0

et comme f; est n-

périodique, alors,
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de plus w C @, par conséquent on a les majorations suivantes :

/w(Aiarctan;gfl(n’w)anydygﬂ/@(/Oﬂf%(”vwd??)dy-

On conclut avec le théoréeme de Tonelli que :

F/@ (/0 i () dn> dy = || fill§ 5 < oo

Par conséquent h!'! = g convient. De la méme maniere, on trouve une fonction h?? dans

Vo (w). O
3.2 Géométrie parabolique
On étudie maintenant le cas d’un cylindre C encastré sur sa base.

C:= {(ml,xg,xg) € R3, 21 = cos @, xy = sinf, 3 = z pour (0, 2) € (D}

ou
w :=|0, 27[x]0, zo[ et zp > 0,

En coordonnées cylindriques, le bord encastré I'y et le bord libre I'; sont paramétrés par

asymptotic line

jrssnTnsE R R R R R R RR RN

Cylinder

Figure 2: Cylindre encastré sur sa base

~o :=[0,27[x {0} et v :=[0,27[x {20},
les composantes covariantes de la deuxieme forme fondamentale (bag),, 5 valent

b11 = —1,b12 = 0 et baa =0,
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tous les symboles de Christoffel sont nuls, la jacobienne y/a vaut 1, et on cherche le
déplacement dans I’ensemble

V (w) := {V € H! (w), v 27r-périodique par rapport a 6, v = 0 sur 70}
auquel on associe ’ensemble

V(w):= {v € H' (w),v 27r-périodique par rapport & 6, v = 0 sur 'yo} )
La condition d’admissibilité (1) s’écrit : trouver h®? € L? (w) symétriques telles que pour
tout v = (v;) € V (w)

/ Rlvidy = / (' (Bpv1 + v3) + W' (D201 + Dgva) + h*20,v2) dy (6)
w w

Theorem 2. La densité surfacique h = (h’) € L? (w), 2m-périodique par rapport & la
premiére variable, est admissible si Ogh', Ogh® et Opgh® appartiennent a L*(w).

Proof. Soit v un élément de V (w) et soit h = (hz) une fonction 27-périodique par rapport
a la premiere variable de L? (w) ayant la régularité du théoréme précédent. En choisissant
successivement comme fonction test v = (v,0,0), (0,v,0) et (0,0,v) dans (6) on obtient
les trois équations suivantes :

/ hlody = / (h“ﬁgv + h125'zv) dy

/ h*vdy = / (h"20gv + h**0,v) dy

/h3vdy:/h11vdy

qui doivent étre vérifiées pour tout v € V (w). Ce qui est le cas quand on prend pour h'!,
h'? et h?? les fonctions suivantes :

hll — h3,
hi2 = [ (A + 9ph%) dz,

z

h?% = [Z0(h? + [0y (' + Oph®) dz) dz.

z

3.3 Géométrie elliptique

On s’intéresse a une demi-sphere décalotée S, encastrée sur sa base, d’équations cartésiennes
S:={(z,y,2) € R 22+ +22=1avec0< 2 < 20} -
En coordonnées sphériques, elle s’écrit :

S :={(cospcosb, cospsinb, siny), (0,¢) € W}
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avec
=10,27[ x )0, ¢1] et 1 = arcsin(zp).

Le bord encastré I'y et le bord libre I'; sont représentés par :

0 = 10,27 x {0} et v1 =1]0,27[ x {p1}.

Dans ces conditions, les coordonnées covariantes du tenseur symétrique de courbure sont
bi1 = —cos? ¢, big = 0 et byg = —1, les symboles de Christoffel sont tous nuls & I’exception
de T}, =T = —tanp et T'?, = sin ¢ cos ¢ et la jacobienne vaut v/a = cos p. D’apres (2)
et (3), la densité h est admissible si le systeme d'EDP

—08g(h't cos ) — Dyp(h1% cos @) + 2 sm ©h'? = hlcosyp
—89(h12 cos @) — 8 »(h?% cos @) — cos? psinp 't = h% cos
cos? g htl + h%2 = h3

d’inconnues h*? admet au moins une solution telle que :

't e L2(w), 0Oph'! € L?(w),
h?2 € L*(w), 0,h** € L*(w), h**=0 sur m
h'?2 € HY(w), h12 h2! h'2 =0 sur v

On élimine A'' dans les deux premieres équations et on obtient :

22
89(!};3@) d5(h'? cos p) + 2sinp h'? = hl cos ¢ + (99((308@)
—0g(h'? cos @) — O,(h*2 cos ) + sin g h?? = h? cos p + sin p h?
il — h3 A%
T cos?p cos?p

on multiplie chaque ligne par cos? ¢, cos ¢ et cos* ¢ respectivement

Dp(cos?p h??) — cos ¢ O, (cos® o h1?) = hl cos? o + 9p(h3 cos? )
—0y(h'? cos? @) — D, (cos® p h??) = h? cos® p + sin ¢ cos @ h3
cos* b = cos? p h3 — h*2cos?p.

Posons maintenant

H?2 = cos®>oh??, et H'? = cos?p h'?
f1 = hlcos* p + cos? p Iph3 et f2 = h?cos? o + sin @ cos @ h®.

On cherche donc des conditions sur f! et f2 pour que le systeme :

H% e HY(w)
H? € [*(w), 0,H* € L*(w)
it e L2 (w), Gpht! € L3 (w)
dpH?* — cos p 0 ,H? = f1 dansw (E1) (7)
COW@ngQ O,H* = f? dans w (E2)
cos* p b1l = cos2 oh®— H?? dansw (E3)
(| H?2=0et H? =0 sur 7.
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admette au moins une solution. Dans ce cas H' doit vérifier les conditions de régularité
et de bord ainsi que I'EDP elliptique du deuxiéme ordre obtenue en éliminant H?? par le
calcul de 0p(E1) 4 0,(£2) :

H? € HY(w)

HY2 =0 sur v (8)
1

—0,(cos p D, H'?) — @839H12 = O, f1 + Oy f2.

Ce probleme admet des solutions des que O, f L4 9pf? est dans L?(w) puisqu’il suffit de
rajouter une condition supplémentaire de la forme 0, H'? = g sur 4o pour qu'’il soit bien
posé. Reste donc & vérifier si les H'? ainsi construits permettent d’obtenir H?? dans le
bon espace. Pour prendre en compte la condition de bord sur 1, I’équation (E2) de (7)
impose le choix de la primitive de d,H 22 3 savoir, la fonction :

H* = /W <— L OpH'? — f2> de. (9)
%2}

L COS

Cette fonction doit satisfaire (E1), c’est pourquoi on calcule dpH?*? en dérivant (9) puis
on remplace 1’expression obtenue dans (E1). La fonction intégrée étant dans L?(w), on
peut permuter les signes dérivée partielle et intégrale (voir [6]) d’ou :

©
OpH?*? = / Dp <—189H12 — f2> de
o COS

1

H'2 est solution de (8) par conséquent, on peut remplacer ———dpg H'? par Oof Ly Opf?+

cos ¢

d,p(cos ¢ 0, H'?) si bien que :
©
OgH?? = / (dpf1 + &D(coscp&leQ)) dy
©1

c’est a dire :

OpH? = fl + cosgp@me — oS 1 (O@Hu) — fllﬂﬂ.

1
Pour que H?? vérifie (E1) il faudrait pouvoir imposer

cosap@,le + f1 =0 sur 1,

or il y a déja une condition de dirichlet sur cette partie du bord.

4 Conclusion

La méthode utilisée dans cette étude pour exploiter la formulation variationnelle (1) est
tres prometteuse dans le cas de géométries hyperboliques ou paraboliques et permet
d’aboutir & des criteres simples. Les forces doivent appartenir a des espaces connus et
usuels pour étre admissibles. Cela permet notamment de traiter les coques partiellement
encastrées non concernées par les résultats obtenus dans [4]. Toutefois le cas des coques
elliptiques partiellement encastrées reste pathologique a défaut d’étre désespéré. On a en
effet pour 'instant systématiquement procédé par conditions suffisantes larges.
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