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Prefata

Rezolvarea de exercitii si probleme este o etapa necesara pentru apro-
fundarea cunostintelor de specialitate, mai ales in cadrul activitatilor
disciplinelor din domeniile tehnice.

Aceasta lucrare contine o selectie de probleme de seminar, probleme
pregatitoare de laborator Si prob]eme de examen care au fost propuse la
disciplinele Identificarea sistemelor - anul IIT specializarea Automatica
si Informatica aplicata si Modelare si simulare - anul III specializarea
Tehnologia informatiei, in perioada 2012 - 2022.

Structura pe capitole a lucrarii respecta structura cursului Modelarea si
Identificarea sistemelor dinamice, Editura Universitatii Iransilvania din
Brasov, 2013 - pe care o recomand spre consultare ca suport teoretic
pentru rezolvarea problemelor.

Fiecare capitol al lucrarii este organizat astfel incat sa faciliteze lucrul
independent al rezolvitorului: in prima parte sunt prezentate enunturile
problemelor, in partea a doua sunt raspunsurile iar in partea finala sunt
prezentate, in detaliu, rezolvarile.

Toate problemele sunt rezolvate in mediul de programare Python, modu-
lul de calcul simbolic Sympy ceea ce permite cititorului sa se concentreze
mai mult asupra organizarii pe etape a rezolvarii problemei respectiv asu-
pra interpretarii rezultatelor calculelor si mai putin asupra aspectelor de
calcul analitic si numeric.

RECOMANDARE: Aplicatiile sunt scrise si rulate in mediul de calcul web
Jupyter Notebook. Fisierele care contin datele experimentale trebuie
incarcate in aceeasi locatie in care se ruleaza aplicatia.

Brasov, septembrie 2022.
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Introducere in Identificarea sistemelor

Enunturi

Problema 1.1

Fiind dat un proces dinamic proportional cu intarziere de ordinul unu, P71 reprezentat

prin functia de transfer:
K,

G(S):Tf'5+1’

in care K, este factorul de proportionalitate si T este constanta de timp. Se cer
urmatoarele:

(a) sa se calculeze expresia functiei pondere g(t) a procesului dinamic;
(b) sa se calculeze expresia functiei indiciale g, (t) a procesului dinamic;

(c) ce relatie este intre cele doua functii?

Problema 1.2

Pe baza rezultatelor de la problema precedenta, sa se demonstreze urmatoarele pro-
prietati ale functiilor pondere si indiciala ale proceselor de tip PT'1:

A~ o . o . . v K .
(a) valoarea in origine a functiei pondere g(0,) este numeric egala cu raportul T

(b) fiind date doua valori distincte g(t1) si g(t2) ale functiei pondere intre care exista

relatia gggg = e (numarul lui Euler) atunci diferenta dintre argumentele omoloage

ale functiei este numeric egala cu constanta de timp, t; —t; = TY;

(c) tangenta la graficul functiei pondere g(t) care trece prin punctul de coordonate
(0; 9(04)) intersecteaza axa absciselor in punctul de coordonate (77;0);

(d) aria suprafetei cuprinsa intre graficul functiei pondere si axa orizontala este numeric
egala cu K,.

(e) valoarea la infinit a functiei indiciale este numeric egala cu factorul de proportionalitate
- numit si castig static - al functiei de transfer.

7
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Problema 1.3

In tabelele (1.1) si (1.2) se dau esantioanele unei secventd de 20 de valori ale functiei
pondere observata la portul de iesire al unui sistem dinamic. Esantioanele secventei nu
sunt perturbate de zgomot aditiv pe linia de masurare.

Se formuleaza ipoteza ca procesul dinamic asociat este de tip PT'1.

Folosind rezultatele de la problema 1.2, se cere sa se estimeze valorile parametrilor
functiei de transfer ai procesului dinamic.

Tabela 1.1: Valorile variabilei timp in exempul din problema 1.3.

0.000 0.056 0.111 0.167 0.222 0.278 0.333 0.389 0.444 0.500 0.556 0.611 0.667
0.722 0.778 0.833 0.889 0.944 1.000

Tabela 1.2: Valorile functiei pondere in exempul din problema 1.3.

25.000 18.937 14.344 10.865 8.230 6.234 4.722 3.577 2.709 2.052 1.554 1.177 0.892
0.676 0.512 0.388 0.294 0.222 0.168

Problema 1.4

Un proces dinamic proportional cu intarziere de ordinul doi supra-amortizat, P12 este
reprezentat prin functia de transfer:

K,
N Tfleg . 82 -+ (Tfl + ng) -S4+ 17

G(s)

in care K, este constanta de proportionalitate si T%;, T2 sunt constantele de timp ale
procesului.
Se cer urmatoarele:

(a) sa se calculeze expresia functiei pondere g(t) a procesului dinamic;
(b) sa se calculeze expresia functiei indiciale g;(¢) a procesului dinamic;

(c) ce relatie exista intre expresiile functiilor pondere si indiciala?

Problema 1.5

Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale functiilor pondere si indiciala ale proce-
selor dinamice de tip P72 supra-amortizate:

(a) aria suprafetei cuprinsa intre graficul functiei pondere si axa orizontala este numeric
egala cu factorul de proportionalitate al functiei de transfer;

(b) abscisa punctului de maxim pe graficul functiei pondere nu depinde de factorul de
proportionalitate al functiei de transfer;

(c) valoarea la infinit a functiei indiciale este numeric egala cu factorul de proportionalitate
al functiei de transfer;
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(d) fiind data o deplasare in domeniul timpului, 7, functia pondere verifica relatia:
gt +27)— (a1 +az) - g(t+7)+a;-ay-g(t) =0, Vt € Ry;

=T . =T
Incare ag =eT siay =e™2.

Problema 1.6

In tabelele (1.3) si (1.4) se dau esantioanele unei secventi de 100 de valori ale functiei
pondere observata la portul de iesire al unui sistem dinamic. Perioada de esantionare
este T, = 0.01 secunde. Esantioanele secventei nu sunt perturbate de zgomot aditiv pe
linia de masurare.

Se formuleaza ipoteza ca procesul dinamic asociat este de tip P12 supra-amortizat.
Folosind rezultatele de la problema 1.5, se cere sa se estimeze valorile parametrilor
functiei de transfer ai procesului dinamic.

Tabela 1.3: Valorile variabilei timp in exempul din problema 1.6.

0.000 0.010 0.020 0.031 0.041 0.051 0.061 0.071 0.082 0.092 0.102 0.112 0.122
0.133 0.143 0.153 0.163 0.173 0.184 0.194 0.204 0.214 0.224 0.235 0.245 0.255
0.265 0.276 0.286 0.296 0.306 0.316 0.327 0.337 0.347 0.357 0.367 0.378 0.388
0.398 0.408 0.418 0.429 0.439 0.449 0.459 0.469 0.480 0.490 0.500 0.510 0.520
0.531 0.541 0.551 0.561 0.571 0.582 0.592 0.602 0.612 0.622 0.633 0.643 0.653
0.663 0.673 0.684 0.694 0.704 0.714 0.724 0.735 0.745 0.755 0.765 0.776 0.786
0.796 0.806 0.816 0.827 0.837 0.847 0.857 0.867 0.878 0.888 0.898 0.908 0.918
0.929 0.939 0.949 0.959 0.969 0.980 0.990 1.000

Tabela 1.4: Valorile functiei pondere in exempul din problema 1.6.

-0.000 4.495 7.937 10.531 12.445 13.813 14.746 15.334 15.649 15.749 15.682 15.486
15.192 14.824 14.404 13.945 13.462 12.964 12.459 11.954 11.452 10.959 10.475
10.005 9.548 9.107 8.681 8.272 7.878 7.501 7.140 6.795 6.465 6.150 5.849 5.563
5.290 5.030 4.782 4.546 4.321 4.108 3.904 3.711 3.527 3.352 3.186 3.028 2.878
2.735 2.599 2.470 2.347 2.230 2.120 2.014 1.914 1.819 1.728 1.643 1.561 1.483
1.409 1.339 1.273 1.209 1.149 1.092 1.038 0.986 0.937 0.891 0.846 0.804 0.764
0.726 0.690 0.656 0.623 0.592 0.563 0.535 0.508 0.483 0.459 0.436 0.414 0.394
0.374 0.355 0.338 0.321 0.305 0.290 0.275 0.262 0.249 0.236 0.225

Problema 1.7

Un proces dinamic proportional cu intarziere de ordinul doi sub-amortizat, P12 este
reprezentat prin functia de transfer:

G(s) =

in care K, este constanta de proportionalitate ( este factorul de amortizare si w,, este
pulsatia naturala.
Se cer urmatoarele:

2
K, -w;

242wy s+ w
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(a) sa se arate ca expresia functiei de transfer poate fi scrisa sub forma echivalenta:

K, (w3 +c2)
$2+20, 5+ wi+ o2

G(s) =
in care parametrii o, = (- w,, reprezinta atenuarea si wg = w,/1 — (? este pulsatia
naturala amortizata ai procesului dinamic.

(b) sa se calculeze expresia functiei pondere g(t) a procesului dinamic;

(c) sa se calculeze expresia functiei indiciale g (t) a procesului dinamic.

Problema 1.8

Se cere sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale functiilor pondere si indiciala ale
proceselor dinamice proportionale cu intarziere de ordinul doi sub-amortizate:

(a) Aria suprafetei cuprinsa intre graficul functiei pondere si axa orizontala este nu-
meric egala cu factorul de proportionalitate al functiei de transfer.

(b) Valoarea primului maxim al functiei pondere este data de expresia:

TOoa

Ko (w3 +0%) e 5

Wy

9maz,1 =
(¢) Raportul dintre primele doua maxime ale functiei pondere depinde de factorul de
amortizare si nu depinde nici de pulsatia naturala nici de factorul de proportionalitate.

(d) Valoarea la infinit a functiei indiciale este numeric egala cu factorul de proportionalitate
al procesului dinamic.

10
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Raspunsuri

Problema 1.1:

1

T —t t
(a) g(t) = Fo—"x (1), (b) u(t) = Ko - [1 - eTf] -x(t), (¢) g1(t) = Ofg(ﬁ)dﬂ
Problema 1.2: -
Problema 1.3: Ka = 5.001, Tf = (.200.

Problema 1.4:

(a) 9(t) = 2% (¢ T — e ) x(8),
Ty 7o Trs 7oy
(b) g1(t) = Koy [1 = 78— T + 212773 (1),
t
(¢) () = [ g(9)do.
0

Problema 1.5:

(b) T2 T2 (log (Ty1)—log (Ty2))

o172 ; deci, nu depinde de K,.

Problema 1.6: K, = 4.952, Tf1 = 0.049 , Ty2 = 0.196.

Problema 1.7:

w2402 )e et sin (w w2 .e—%at gin (w
(b) g(t) _ Ka( at a) —~ (wat)x(t)  K,-w2-e :}ds ( dt)x(t).

Ko, (wde”at—wd cos (wgt)—oq sin (wdt))e"”ltx(t)

(c) gi(t) = o
sau g1(t) = K, {1 — e al [cos(wdt) + 2 Sin(wdt)] } X(1).

Problema 1.8:

2n(
(C) 9maz,1 —e 1—C2_

9mazx,2

11
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Rezolvari

Rezolvarea problemei 1.1

ETAPELE REZOLVARII.

(a) - Calculul expresiei functiei pondere a procesului dinamic.

Functia pondere reprezinta raspunsul sistemului dinamic la semnal de intrare impuls
Dirac, 6(t).

Calculul functiei pondere se face cu transformarea Laplace inversa aplicata functiei de
transfer, deci se foloseste relatia:

g(t) = L7'G(s).

(b) - Calculul expresiei functiei indiciale a procesului dinamic.

Functia indiciala reprezinta raspunsul sistemului dinamic la semnal de intrare treapta
unitara (functia lui Heaviside notata cu x(t)).

Pentru calculul functiei indiciale, g1 (¢), mai intai se calculeaza transformata Laplace a

acesteia cu relatia:

Y(s) = G(s) - U(s) = Gls) - -,

s
in care Y(s) = L[g1(t)], G(s) este expresia functiei de transfer si U(s) = L[x(¢)] = 1
este transformata Laplace a functiei treapta unitara.
Expresia in domeniul timpului a functiei indiciale se calculeaza cu transformarea La-
place inversa aplicata functiei Y'(s):

gi(t) = LY (s)].

(c) - Relatia dintre functia pondere si functia indiciala.

Functiile pondere si indiciala reprezinta raspunsurile sistemului dinamic la semnale de
intrare impuls Dirac si respectiv treapta unitara; impulsul Dirac este derivata (in sens
generalizat) a functiei treapta unitara. Analog, functia pondere este numeric egala cu
derivata functiei indiciale.

Prin urmare, relatia dintre functia indiciala si functia pondere este:

Relatia de mai sus se verifica prin calcul direct.

CODURI - APLICATIA 1.1.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

import numpy

import scipy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx

from sympy import pi
init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

12
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s=sympy.symbols(’s’)#definitia variabilei complexe s

t=sympy.symbols(’t’, real=True)#defintia variabilei timp

g=sympy . Function('g’) (t)#definitia functiei pondere a sistemului
dinamic

u=sympy . Function (’u’) (t)#definitia functiei semnal la portul de
intrare

y=sympy . Function (’y’) (t)#definitia functiei semnal la portul de
iesire

Gs=Function('Gs’)#definitia transformatei Laplace a functiei
pondere

K_a=sympy.symbols( 'K_a’ ,real=True)#definitia factorului de
proportionalitate K_.a

T _f=sympy.symbols(’T_f’ ,positive=True)#definitia constantei de timp
T_f

Us=sympy . Function ('Us’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei u

Ys=sympy. Function(’Ys’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei y

Gs=K_a/(T_fxs+1)#expresia functiei de transfer

g=sympy.inverse_laplace_transform (Gs,s,t)#functia pondere se
calculeaza cu transformarea Laplace inversa

Gs,g

1
Ty
Rezultat: G(s) = Tflgilv (t) = KaeT—ffX(t)

Calculul expresiei functiei indiciale.

u=sympy . Heaviside (t )#expresia functiei semnal la portul de intrare
— treapta unitara

Us=sympy . laplace_transform (u,t,s) [0]#transformata Laplace a
functiei u

Ys=Gs*Us#transformata Laplace a functiei y — raspunsul sistemului
dinamic

y=sympy . inverse_laplace_transform (Ys,s,t)#expresia in domeniul
timpului a functiei y

y

t

Rezultat: ¢,(t) = K,x (t) — K.e ™ x (t).

Verificarea relatiei de legatura dintre functia indiciala si functia pondere.

theta=sympy.symbols( 'theta’,positive=True)#definitia variabilei
auxiliare theta

g_theta=g.subs(t,theta)

gl=sympy.integrate (g_theta ,(theta ,0,t))#calculul integralei
definite a raspunsului pondere

gl

t

Rezultat: K, — K,e 7.

13
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Reprezentare grafica.

dKa=5

dTf=0.2

dG=g.subs (T_f,dTf).subs (K _a,dKa)

dGl=y.subs (T_f ,dTf).subs (K_a,dKa)

pl=plot (dG, (t,—10,10), label="g’, line_color="green’, xlabel="t",

ylabel="g(t) gl (t)

show=False)

p2=plot (dG1, (t,—10,10), label="gl’, line_color="blue’,
show=False)

pl.extend (p2)

pl.show ()
Rezultat:

=

=h

=25

&
20
15 i
10
| E

-100 -75 -50 -25 o'o 25 5.0 75 10.0

t

Figura 1.1: Reprezentarea grafica a functiilor pondere (verde) si indiciala (albastru)
ale unui proces PT'1 cu parametrii K, = 5 si Ty = 0.2.

14
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Rezolvarea problemei 1.2

ETAPELE REZOLVARII.
Proprietatea (a)
Valoarea in origine a functiei pondere se obtine prin calculul limitei:

. ]((Z T_
— - . f
g<0+) llr% ; e .

Proprietatea (b)

- se introduce notatia ty = t; + At si se scriu expresiile functiei pondere la cele doua
momente de timp:

K, -t ) = GEN))
t) = —eTr si g(ty) = —e
g(t1) Tfe i g(12) Tfe
- apoi se rezolva ecuatia:
t
9ltr) —e=0
9(t2)

in raport cu necunoscuta At.
Proprietatea (c)

- se calculeaza panta tangentei la graficul functiei pondere in punctul de abscisa 0, :

t—04

- se calculeaza ordonata la origine a tangentei la graficul functiei pondere in punctul
de abscisa 0 :

t—04

- se scrie ecuatia dreptei tangente la grafic (d) : y = mg - t + no.
Abscisa punctului de intersectie dintre dreapta (d) si axa orizontala este solutia
ecuatiei:
mg-t+ng=20.

Proprietatea (d)
Se calculeaza integrala:

A= 79(t)dt.

Proprietatea (e)
- expresia functiei indiciale a fost calculata la punctul (b) de la problema 1.1.

- pentru verificarea proprietatii (e), se calculeaza tlim g1(%).
— 00

CODURI - APLICATIA 1.2.
Se apeleaza modulele necesare.

15
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import sympy

from sympy importx

from matplotlib import pyplot
sympy.init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

s=sympy .symbols (s’ )#definitia variabilei complexe s

t=sympy.symbols ('t ’, real=True)#defintia variabilei timp

g=sympy . Function(’g’) (t)#definitia functiei pondere a sistemului
dinamic

u=sympy . Function (’u’) (t)#definitia functiei semnal la portul de
intrare

y=sympy . Function (’y ") (t)#definitia functiei semnal la portul de
iesire

Gs=Function('Gs’)#definitia transformatei Laplace a functiei
pondere

K_a=sympy.symbols ( 'K_.a’ ,real=True)#definitia factorului de
proportionalitate K_a

T _f=sympy.symbols('T_f’ , positive=True)#definitia constantei de timp
T_f

Us=sympy . Function ( 'Us’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei u

Ys=sympy. Function (’Ys’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei y

Calculul expresiei functiei pondere.

Gs=K_a/(T_fxs+1)#expresia functiei de transfer

g=sympy.inverse_laplace_transform (Gs,s,t)#functia pondere se
calculeaza cu transformarea Laplace inversa

sympy . print_latex (g)

Gs,g

1

- T
Rezultat: K‘leT—fX(t)
¥

Verificarea proprietatii (a).

g0=sympy . limit (g,t,0)
g0

Rezultat: %
l

Verificarea proprietatii (b).

t_1=sympy.symbols(’'t_1",positive=True)#definitia variabilei t_.1 —
momentul de timp t_1

det=sympy.symbols(’det’, positive=True)#defintia variabilei det —
diferenta dintre momentele de timp t_1 si t_2

t_2=t_l+det#momentul de timp t_2

g_tl=g.subs(t,t_1)#expresia functiei pondere la momentul t_1

g_t2=g.subs(t,t_2)#expresia functiei pondere la momentul t_2

sympy. print_latex (g_t1)

16




Introducere in Identificarea sistemelor

sympy . print_latex (g_t2)

g tl, g_t2
i _dettity
Tf . Tf
Rezultat: fet—— g Kot
S ¥

sympy.solve(g_tl/g_t2—sympy.exp(1l), det)[0]#rezolvarea ecuatiei
gtl/g t2—e = 0

Rezultat: T}.

Verificarea proprietatii (c).

g_plus=g.args[0]xg.args[1l]*g.args [3]|#restrictia functiei pondere in
intervalul (0, +o00)

m=sympy . diff (g_plus ,t)#panta tangentei la graficul functiei pondere

m0=m. subs (t ,0)#panta tangentei la graficul functiei pondere in
punctul de abscisa 0+

n0=g.subs(t,0)#ordonata punctului pe graficul functiei pondere in
punctul de abscisa 0+

d=mO0*t+nO#ecuatia dreptei tangenta la graficul functiei pondere in
punctul de abscisa 0+

sympy . solve(d,t) [0]#calcul abscisei punctului de intersectie a
dreptei cu axa orizontala

Rezultat: T}.

Verificarea proprietatii (d).

aria=sympy.integrate (g_plus ,(t,0,00))
aria

Rezultat: K,.
Verificarea proprietatii (e).

Us=sympy . laplace_transform (Heaviside (t),t,s) [0]#transformata
Laplace a functiei treapta unitara

Ys=Gs*Us#transformata Laplace a functiei indiciale

gl=sympy.inverse_laplace_transform (Ys,s,t)#calculeaza expresia
functiei indiciale

sympy. print_latex (gl)

gl

Rezultat: K,y (t) — K.e T x (1).

sympy. limit (gl ,t,00)#calculeaza valoarea la infinit a functiei
indiciale

Rezultat: K,.

17
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Rezolvarea problemei 1.3

ETAPELE REZOLVARII.

- Factorul de proportionalitate K, se estimeaza pe baza proprietatii (d).
Se calculeaza integrala numerica a valorilor secventei de esantioane; punctul de la
infinit se aproximeaza cu ultimul esantion din secventa.

- Constanta de timp se calculeaza cu proprietatea (a) Primul esantion din secventa
aproximeaza valoarea functiei pondere in punctul de abscisa 0,. 7T} rezulta din
expresia:

~

K,
9(04)

K, .
0,)=—=1T;=
9(04) T f

OBSERVATIE INPORTANTA.

In acest exemplu, rezultatele estimarii sunt apropiate de valorile adevarate ale para-
metrilor deoarece esantioanele secventelor nu sunt perturbate de zgomot pe linia de
masurare.

Daca esantioanele secventelor ar fi perturbate de zgomot aditiv, atunci metoda pre-
zentata ar furniza estimari cu abateri mari deoarece in calcule intervine doar valoarea
unui anumit esantion - perturbat cu zgomot (proces aleator) - la un anumit moment
de timp.

De aceea, in practica identificarii sunt implementate metode in cadrul carora valorile
tuturor esantioanelor din secvente sunt mediate/integrate pe ansamblu pentru a fur-
niza estimarile dorite ale parametrilor.

CODURI - APLICATIA 1.3.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from matplotlib import pyplot
from sympy imports*

sympy . init_printing ()

Preluarea datelor din experiment.

aTimp=numpy . loadtxt ( 'CaplProbl3 aTimp.txt ' )#preia datele din fisier
— secventa la portul de intrare

aY=numpy . loadtxt ( 'CaplProbl3_aY .txt ' )#preia datele din fisier —
secventa la portul de iesire

Reprezentarea grafica a datelor prelevate.

fig , ax=pyplot.subplots(nrows=1, ncols=1)
ax.scatter (aTimp,aY, label=’Valori_masurate’)
ax.plot (aTimp,aY, label="Functia_pondere’)
ax.grid (True)

ax.set_xlabel (’Timpul’)

ax.set_ylabel (’Functia_.pondere’)

ax.legend ()
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Figura 1.2: Valorile functiei pondere in experimentul din problema 1.3.

Rezultat: in figura (1.2).

Estimarea parametrilor functiei de transfer.

dKa=numpy . trapz (aY,aTimp)#integrare numerica cu metoda trapezelor
dKa, format (dKa, '5.3f")

Rezultat: K, = 5.001.

dGmax=numpy .max(aY )#preia valoarea maxima a functiei pondere — GO
dTf=dKa/dGmax#estimarea constantei de timp cu relatia Ka/Tf=g0
dTf, format (dTf, 5.3{")

Rezultat: Tj = 0.200.
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Rezolvarea problemei 1.4

ETAPELE REZOLVARII. (a) - Calculul expresiei functiei pondere a procesului
dinamic.

Functia pondere se calculeaza cu transformarea Laplace inversa aplicata functiei de
transfer.

g(t) = L7IG(s).

(b) - Calculul expresiei functiei indiciale a procesului dinamic.
Functia indiciala se calculeaza cu relatiile:

in care Y(s) = L[g1(t)], G(s) este expresia functiei de transfer si U(s) = L[x(t)] = %
este transformata Laplace a functiei treapta unitara.

Expresia in domeniul timpului a functiei indiciale se calculeaza cu transformarea La-
place inversa aplicata functiei Y (s):

(c) - Relatia dintre functia pondere si functia indiciala.
Functia indiciala este numeric egala cu integrala functiei functiei pondere.

CODURI - APLICATIA 1.4.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

from sympy imports*

from matplotlib import pyplot
sympy.init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

s=sympy.symbols(’s’)#definitia variabilei complexe s

t=sympy.symbols(’t’, real=True)#defintia variabilei timp

g=sympy . Function(’g’) (t)#definitia functiei pondere a sistemului
dinamic

u=sympy . Function (’u’) (t)#definitia functiei semnal la portul de
intrare

y=sympy . Function (’y’) (t)#definitia functiei semnal la portul de
iesire

Gs=Function ( ’Gs’)#definitia transformatei Laplace a functiei
pondere

K_a=sympy.symbols( 'K.a’ real=True)#definitia factorului de
proportionalitate K_a

T_fl=sympy.symbols('T_f1’,positive=True)#definitia constantei de
timp T_f

T _f2=sympy.symbols (' T_f2’ ,positive=True)#definitia constantei de
timp T_f
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Us=sympy . Function ('Us’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei u

Ys=sympy . Function (’Ys’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei y

Calculul expresiei functiei pondere.

Gs=K_a/((T_flxs+1)x(T_f2xs+1))#expresia functiei de transfer
g=sympy.inverse_laplace_transform (Gs,s,t)#functia pondere se
calculeaza cu transformarea Laplace inversa

Gs,g

__t __t
_ Kae "P2x(t) | Kee f1x(1)
Tr1—Ty2 Tr1—Ty2

Rezultat: g(t) =

Expresia de mai sus poate fi rescrisa si sub forma:

K __t __t
t) = —a( Tf1 sz) t).
o) = o (7 — e TR ) (o)

Calculul expresiei functiei indiciale.

u=sympy . Heaviside (t )#expresia functiei semnal la portul de intrare
— treapta unitara

Us=sympy . laplace_transform (u,t,s) [0]#transformata Laplace a
functiei u

Ys=Gs*Us#transformata Laplace a functiei y — raspunsul sistemului
dinamic

y=sympy . inverse_laplace_transform (Ys,s,t)#expresia in domeniul
timpului a functiei y

sympy . factor (y)

__t __t
Ko T0(t)  KoTpie '10(t)  KoTpa0(t) | KoTpae '126(t)
Ty —Tra Ty —Tra Tp—Tra T —Tra

Rezultat: ¢,(t) =

Expresia de mai sus poate fi rescrisa si sub forma:

T .t T __t
T 12 T X(1).

=K, |1 — ) ¢
() T — Tpo T — Tpo

Verificarea identitatii de la punctul (c).

theta=sympy.symbols( 'theta’ ,positive=True)#definitia variabilei
auxiliare theta

g_theta=g.subs(t,theta)

gl_int=sympy.integrate (g_theta ,(theta ,0,t))#calculul integralei
definite a raspunsului pondere

gl_int

t t

KoTp KoTje 11 KoTygo K. Type 12
Tr1—Tra T;1—Tra Tr1i—Tra T;1—Tra

Rezultat: g1, =

gl—gl _int#verificarea identitatii rezultatelor
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Rezultat: 0. Deci, cele doua expresii sunt identice.

Reprezentare grafica - exemplu.

dKa=5
dTf1=0.2
dTf2=0.05

dG=g.subs (T_f1 ,dTfl).subs(T_f2,dTf2).subs(K_a,dKa)
dGl=y.subs (T_f1,dTfl).subs(T_-f2,dTf2).subs(K_a,dKa)
pl=plot (dG, (t,—1,1), label="g’, line_color="green’, xlabel="t",
ylabel="g(t),gl(t)",
show=False)
p2=plot (dGl, (t,—1,1), line_color="blue’,
show=False)
pl.extend (p2)
pl.show ()

Rezultat:

git).glith
=

T T T T t T T T T
=100 -07% -050 -0325 000 025 050 075 100
t

Figura 1.3: Reprezentarea grafica a functiilor pondere si indiciala pentru un proces
PT?2 supra-amortizat. Valorile parametrilor procesului sunt K, = 5, Ty = 0.2 si
Ty = 0.05.
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Rezolvarea problemei 1.5

ETAPELE REZOLVARII.
Proprietatea (a). Se calculeaza integrala:

S:/g(t)dtiS:Ka.
0

Proprietatea (b). Abscisa punctului de maxim al functiei pondere se obtine cu
teorema lui Fermat. Abscisa punctului este solutia ecuatiei:

dg(t)
—= =0

Proprietatea (c). Se calculeaza limita tlim g1(1).
—00

Proprietatea (d). Se verifica prin evaluarea expresiei din enuntul problemei.

CODURI - APLICATIA 1.5.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

from sympy imports

from matplotlib import pyplot
sympy . init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

s=sympy.symbols (s’ )#definitia variabilei complexe s

t=sympy.symbols ('t ’, real=True)#defintia variabilei timp

g=sympy . Function(’g’) (t)#definitia functiei pondere a sistemului
dinamic

u=sympy . Function (’u’) (t)#definitia functiei semnal la portul de
intrare

y=sympy . Function (’y ") (t)#definitia functiei semnal la portul de
iesire

Gs=Function(’'Gs’)#definitia transformatei Laplace a functiei
pondere

K_a=sympy.symbols ('K a’ ,real=True)#definitia factorului de
proportionalitate K_a

T _fl=sympy.symbols( T _f1’,positive=True)#definitia constantei de
timp T_f

T _f2=sympy.symbols('T_f2’ , positive=True)#definitia constantei de
timp T_f

Us=sympy . Function ('Us’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei u

Ys=sympy . Function(’Ys’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei y

Calculul expresiei functiei pondere.

Gs=K_a/((T_flxs+1)x(T_f2%xs+1))#expresia functiei de transfer
g=sympy.inverse_laplace_transform (Gs,s,t)#functia pondere se
calculeaza cu transformarea Laplace inversa

Gs,g
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__t __t
(1) = _ Kae 120(t) | Kae I10(t)
g\t) = Tri—T;s Tri—T;s

Calculul expresiei functiei indiciale.

u=sympy . Heaviside (t )#expresia functiei semnal la portul de intrare
— treapta unitara

Us=sympy . laplace_transform (u,t,s) [0]#transformata Laplace a
functiei u

Ys=GsxUs#transformata Laplace a functiei y — raspunsul sistemului
dinamic

y=sympy.inverse_laplace_transform (Ys,s,t)#expresia in domeniul
timpului a functiei y — functia indiciala

sympy . factor (y)

__t __t
KaTp10(t)  KaTpie F10(t)  KaTpo0(t) | KaTpze F20(t)

Rezultat:
Ty —Tra Ty —Tra Ty—Tra Ty —Tra

Verificarea proprietatii (a).

aria=sympy.integrate (g,(t,0,00))#calculul ariei suprafetei dintre
graficul functiei pondere si axa orizontala
sympy . simplify (aria)

Rezultat: K,.

Verificarea proprietatii (b).

#restrictia functiei pondere in intervalul (0,00)

g_plus=g.args[0].args[0]*g.args[0].args[1l]*g.args[0].args[3]—g.args
[1].args[1l]xg.args[1].args[2]xg.args[1l].args[4]

g_deri=sympy. diff (g_plus ,t)#calculul derivatei functiei pondere

t _deri=sympy.solve (g-deri,t)#calculul abscisei punctului de maxim
functiei pondere

t _der=sympy.expand (t_-deri [0])#expresia abscisei punctului de maxim
al functiei pondere

sympy . factor (t_der)

Tj1Tyz log (Tfl) _ TnTyzlog (Tf2)

ezultat:
R Ty —Tya Ty —Tra

Verificarea proprietatii (c).

sympy . limit (y,t,00)#calculul limitei la infinit a functiei
indiciale

Rezultat: K,.

Verificarea proprietatii (d).

tau=sympy.symbols( 'tau’, positive=True)#definitia variabilei
simbolice tau

al=sympy.symbols(’al’  positive=True)#definitia variabilei al

a2=sympy .symbols(’a2’  positive=True)#definitia variabilei a2

g_plus_tau=g_plus.subs(t,t+tau)#expresia functiei pondere deplasata
cu tau
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g_plus_2tau=g_plus.subs(t,t+2«tau)#expresia functiei pondere
deplasata cu 2.tau

al=sympy.exp(—tau/T_fl)#expresia variabilei al

a2=sympy . exp(—tau/T _f2)#expresia variabilei a2

expr=g_plus_2tau —(al4+a2)xg_plus_tautalxa2xg_plus#calculul si
verificarea expresiei din enuntul problemei
sympy . simplify (expr)

Rezultat: 0.
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Rezolvarea problemei 1.6

ETAPELE REZOLVARII.

Calculul constantei de proportionalitate.

Se face pe baza proprietatii (a) din problema precedenta prin integrarea numerica a
valorilor din secventa functiei pondere.

Calcul constantelor de timp.
Se face pe baza proprietatii (d) din problema precedentd dupa cum urmeaza.

- Se alege o valoare a deplasarii in domeniul timpului 7 = 5 esantioane si doua valori
initiale ale momentelor de timp ¢; si t; din secventa astfel pozitionate incat sa includa
intervalele de crestere si descrestere ale valorilor functiei pondere.

De exemplu: prima valoare la momentul initial si a doua valoare la 0.1 secunde dupa
momentul initial.

- Pe baza proprietatii (d), se formeaza urmatorul sistem de ecuatii, in care S = a; + as
si P=aq-as:
{ =S-glti+7)+P-g(t)) = —g(t1+27)
=S g(la+7)+ P-gts) = —g(ta+27)

- Sistemul de ecuatii de mai sus se scrie sub forma matriceala si se rezolva in raport
cu necunoscutele S si P:

[—g(t1+7) oltr) ] § [ $ ] _ { —g(t + 27) ]

—g(ta+7) g(t2) P —g(t2 +27)

- Pentru calculul valorilor necunoscutelor a; si as, se formeaza ecuatia de gradul doi
inSsiP:
E—-9-£+P=0.

- Calculul constantelor de timp se face pornind de la relatiile de definitie:

—T -7

ay =e’ o sioag =e'r2.

CODURI - APLICATIA 1.6.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx

sympy . init_printing ()

Preluarea datelor din experiment.

aTimp=numpy. loadtxt ( "CaplProbl6_aTimp. txt *)#preia datele din fisier
— secventa la portul de intrare

aY=numpy . loadtxt ( "CaplProbl6_aY .txt " )#preia datele din fisier —
secventa la portul de iesire

Reprezentarea grafica a datelor prelevate.
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fig , ax=pyplot.subplots(nrows=1, ncols=1)

ax.scatter (aTimp,aY, label=’Valori_masurate’, marker=".")
ax.plot (aTimp,aY, label="Functia_pondere’)

ax.grid (True)

ax.set_xlabel (’Timpul ")

ax.set_ylabel (’Functia_.pondere”)

ax.legend ()

Rezultat:
16 1 —— Functia pondere
14 - « Valori masurate
12 .
lD .

Functia pondere
[==]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 14
Timpul

Figura 1.4: Esantioanele functiei pondere in experimentul din problema 1.6.

Estimarea valorilor functiei de transfer.

dKa=numpy . trapz (aY,aTimp)#integrare numerica cu metoda trapezelor
valoarea adevarata = 5
dKa, format (dKa, ’5.3f")

Rezultat: K’a = 4.952.
Definirea momentelor de timp la care se fac calculele.

dTe=0.01#perioada de esantionare

iTau=5#indexul esantioanelor deplasarii in timp
iTl1=0#indexul primului moment de timp
iT2=iT14+iTau#indexul celui de—al doilea moment de timp
iT3=iT14+2xiTau#indexul celui de—al treilea moment de timp
iT4=10#indexul celui de—al patrulea moment de timp
iTs=iT4+iTau#indexul celui de—al cincilea moment de timp
iT6=iT44+2xiTau#indexul celui de—al saselea moment de timp

Definirea elementelor matricelor sistemului de ecuatii liniare.

aA=numpy . matrix ([[—aY[iT2], aY[iT1]],[—aY[iT5],aY[iT4]]])
aﬁzngmpy.matrix([[—aY[iTB]] [ —aY[iT6]]])
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Rezultat:
aA = ([[-13.813,—0.],[—13.945,15.682]]), aB = ([[-15.682], [—11.452]])

Rezolvarea sistemului de ecuatii liniare.

aX=numpy. linalg .solve (aA, aB)
aX

Rezultat:
aX = [[1.13530732], [0.27929222]]

Rezolvarea ecuatiei polinomiale de gradul doi in S si P.

dS=aX|[0,0]#valoarea sumei necunoscutelor S=al+a2

dP=aX|[1,0]#valoarea produsului necunoscutelor P=al.a2

xi=sympy.symbols(’xi’, real=True)#definitia variabilei simbolice xi

sol=sympy.solve (xi*¥2—dSxxi+dP, xi)#calculul solutiei ecuatiei de
gradul doi

Y

dAl=sol [0]#valoarea necunoscutei al
dA2=sol [1]#valoarea necunoscutei a2

dA1,dA2, format(dAl,’5.3f"), format(dA2,’5.3f")

Rezultat: a; = 0.360 si ay = 0.775.

Calculul valorilor constantelor de timp.

Tfl=sympy.symbols('Tfl’, real=True)#definitia variabilei simbolice
Tf1

Tf2=sympy .symbols( T2’ , real=True)#definitia variabilei simbolice
Tf2

dTe=0.01#perioada de esantionare

dTau=iTauxdTe#deplasarea in domeniul timpului

dTfl=sympy . solve (sympy.exp(—dTau/Tfl)—dAl, Tfl)#al=exp(—tau/Tfl)

valoarea adevarata = 0.05
dTf2=sympy . solve (sympy.exp(—dTau/Tfl)—dA2, Tfl )#al=exp(—tau/T{2)
valoarea adevarata = 0.2

dTf1[0],dTF2[0]

format (dTf1[0],’5.3f"), format(dTf2[0], 5.3f")

Rezultat: Ty = 0.049 si Ty, = 0.196.

OBSERVATII

- Desi valorile esantioanelor secventelor nu sunt perturbate de zgomot aditiv pe li-
niile de masurare, totusi rezultatele identificarii nu coincid cu valorile adevarate -
rezultatele sunt aproximari, foarte apropiate de valorile adevarate. Explicatia este
ca identificarea s-a facut pe un numar finit de puncte distincte de observare.

- Daca esantioanele secventelor ar fi perturbate de zgomot aditiv, atunci metoda imple-
mentata ar furniza aproximari foarte diferite de valorile adevarate, deoarece estimarea
se face doar cu sase valori distincte din secvente, perturbate de valori particulare ale
zgomotului (care este un proces aleator).
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Rezolvarea problemei 1.7

ETAPELE REZOLVARII.
(a) Verificarea echivalentei delor doua expresii ale functiei de transfer se face prin
inlocuire si pe baza egalitatii w? = w3 + o2.

(b) Functia pondere numeric egala cu transformata Laplace inversa a functiei de trans-
fer, g(t) = £1G(s)].

(c) Calculul functiei indiciale se face astfel:
- se calculeaza transformata Laplace a functiei treapta unitara, U(s) = L[x()].
- se calculeaza transformata Laplace a functiei indiciale cu formula, Y'(s) = G(s)-U(s).

- cu transformarea Laplace inversa aplicata functiei Y (s), se calculeaza expresia in
domeniul timpului a functiei indiciale, y(t) = L7[Y (s)] = g1 ().

CODURI - APLICATIA 1.7.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

from sympy importsx

from matplotlib import pyplot
sympy.init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

s=sympy .symbols (s’ )#definitia variabilei complexe s

t=sympy.symbols ('t ’, real=True)#defintia variabilei timp

g=sympy . Function(’g’) (t)#definitia functiei pondere a sistemului
dinamic

u=sympy . Function (’u’) (t)#definitia functiei semnal la portul de
intrare

y=sympy . Function (’y ") (t)#definitia functiei semnal la portul de
iesire

Gs=Function('Gs’) (s)#definitia transformatei Laplace a functiei
pondere

K_a=sympy.symbols ('K a’ ,real=True)#definitia factorului de
proportionalitate K.a

sigma_a=sympy.symbols(’sigma_a’ ,positive=True)#definitia
amortizarii

zeta=sympy.symbols('zeta’,positive=True)#definitia factorului de
amortizare

omega_n=sympy .symbols( 'omega_n’ positive=True)#definitia pulsatiei
naturale

omega_d=sympy .symbols ( ’omega_d’,positive=True)#definitia pulsatiei
naturale amortizate

Us=sympy . Function ('Us’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei u

Ys=sympy. Function(’Ys’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei y

Verificarea echivalentei expresiilor functiei de transfer.
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s_l=—sigma_a—sympy. [*omega_d#polul s_1 al functiei de transfer

s_2=—sigma_a+sympy. xomega_d#polul s_2 al functiei de transfer

Gs=K_ ax(omega_d*x2+sigma_a**2) /((s—s_1)*(s—s_2))#expresia functiei
de transfer

Gsl=sympy . factor (sympy.expand (Gs))

Gsl

Kq (w?l—i-og)
w(2i+52+230'a+0'2

Rezultat: G(s) =

sympy . simplify (Gsl.subs (omega_d,omega_n*sympy.sqrt(l—zeta*%2)).subs
(sigma_a ,zetaxomega n))

Kow?
Rezultat: G(S) = w%“‘d—:}sc#

Calculul expresiei functiei pondere.

g=sympy.inverse_laplace_transform (Gs,s,t)
g

K, (wﬁ—ﬁ-ag)e"’at sin (wgt)x(t)
wq '

Rezultat: g(t) =

Calculul expresiei functiei indiciale.

u=sympy . Heaviside (t)#semnalul la portul de intrare — functia
treapta unitara

Us=sympy . laplace_transform (u,t,s)[0]#calculul transformatei Laplace
a functiei u

Ys=Gs*Us#calculul transformatei Laplace a semnalului la portul de
iesire

gl=sympy.inverse_laplace_transform (Ys,s,t)#calculul transformatei
Laplace inverse a functiei Ys

glt=sympy . expand (sympy.simplify (gl))

glt. factor (K.a)

K, (wde"alfwd cos (wgqt)—oq sin (wdt))e_”atx(t)

Wq

Rezultat: ¢;(t) =

Reprezentare grafica - exemplu.

dKa=5#valoarea factorului de proportionalitate
dZeta=0.4#valoarea factorului de amortizare

dOmegaN=5#valoarea pulsatiei naturale

dSigmaA=dZetaxdOmegaN

dOmegaD=dOmegaN*sympy . sqrt (1—dZeta**2)

dSigmaA , dOmegaD, format (dSigmaA,’5.3f"), format(dOmegaD, ' 5.3f")

Rezultat: o, = 2.000 si wy = 4.583.

dGt=g.subs(K_a,dKa) .subs (sigma_a ,dSigmaA) .subs (omega_n ,dOmegaN) .
subs (omega_d ,dOmegaD)
dGt

30




Introducere in Identificarea sistemelor

dGlt=glt.subs(K_a,dKa).subs(sigma_a ,dSigmaA) .subs(omega_d ,dOmegaD) .
subs (omega_n ,dOmegalN)
dG1t

pl=sympy. plot (dGt,(t,—3,3),line_color="blue ’ ,show=False , ylabel="g(t
) -gl(t)7)

p2=sympy . plot (dG1t,(t,—3,3),line_color="green’ ,show=False)

pl.extend (p2)

pl.show ()

Rezultat:

15.0 1

git), glit)

12.5 1

10.0

7.5 1

3 =2 1 ) 1 2 3
25 t

Figura 1.5: Reprezentarile grafice ale functiilor pondere si indiciala - exemplu. Para-
metrii functiei de transfer sunt: K, =5, ( = 0.4 si w,, = 5.
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Rezolvarea problemei 1.8

ETAPELE REZOLVARII.

Proprietatea (a)

Aria suprafetei cuprinsa intre graficul functiei pondere si axa orizontala se calculeaza
cu formula:

S = /g(t)dt:> S =K,.
0

OBSERVATIE.

Rezultatul este similar cu cazul proceselor PT'1 si P12 supra-amortizat si permite es-
timarea factorului de proportionalitate al functiei de transfer din date prelevate prin
masuratori.

Proprietatea (b)
- Se defineste pseudo-perioada functiei pondere:

2
="
Wd

- Valoarea primului maxim al functiei pondere se obtine la un sfert de pseudo-perioada
de la momentul initial: ge.1 = ¢ (%)

Proprietatea (c)

Valoarea celui de-al doilea maxim al functiei pondere se obtine la momentul 7}; +

% Ty deci, Gmaz2 = ¢ (%) si se calculeaza raportul:

Ta
L=

Imazx,1 o g (%)

Imaz,2 g (%) ‘

Proprietatea (d)
Se calculeaza limita tlim g1(t).
—00

CODURI - APLICATIA 1.8.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

from sympy imports*

from matplotlib import pyplot
sympy.init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

s=sympy.symbols(’s’)#definitia variabilei complexe s
t=sympy.symbols(’t’, real=True)#defintia variabilei timp
g=sympy . Function('g’) (t)#definitia functiei pondere a sistemului

dinamic

u=sympy . Function ('u’) (t)#definitia functiei semnal la portul de
intrare

y=sympy . Function (’y’) (t)#definitia functiei semnal la portul de
iesire
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Gs=Function('Gs’) (s)#definitia transformatei Laplace a functiei
pondere

K_a=sympy.symbols( 'K_a’ ,real=True)#definitia factorului de
proportionalitate K_a

sigma_a=sympy.symbols(’'sigma_a’,positive=True)#definitia
amortizarii

zeta=sympy.symbols(’'zeta’,positive=True)#definitia factorului de
amortizare

omega_n=sympy .symbols( 'omega n’ , positive=True)#definitia pulsatiei
naturale

omega_d=sympy .symbols( 'omega_d’,positive=True)#definitia pulsatiei
naturale amortizate

Us=sympy . Function ('Us’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei u

Ys=sympy . Function(’Ys’) (s)#definitia transformatei Laplace a
functiei y

Calculul expresiei functiei pondere.

s_l=—sigma_a—sympy. [*omega_d#polul s_1 al functiei de transfer

s_2=—sigma_a+sympy. [xomega_d#polul s_2 al functiei de transfer

Gs=K_ax(omega_d*x2+sigma_a*%2) /((s—s_1)x*(s—s_2))#expresia functiei
de transfer

g=sympy.inverse_laplace_transform (Gs,s,t)

Calculul expresiei functiei indiciale.

u=sympy . Heaviside (t)#semnalul la portul de intrare — functia
treapta unitara

Us=sympy . laplace_transform (u,t,s)[0]#calculul transformatei Laplace
a functiei u

Ys=Gs*Us#calculul transformatei Laplace a semnalului la portul de
iesire

gl=sympy.inverse_laplace_transform (Ys,s,t)#calculul transformatei
Laplace inverse a functiei Ys

glt=sympy . expand (sympy.simplify (gl))

glt.factor (K.a)

Verificarea proprietatii (a).

sympy . simplify (sympy.integrate(g,(t,0,00)))

Rezultat: K,.

Verificarea proprietatii (b).

T_d=2xsympy . pi/omega_d#defintia pseudoperioadei procesului
g-maxl=g.subs(t,T.d/4)#expresia primului maxim al functiei pondere
g_maxl

_T0a
K, (w?i—&—og)e 2wy
wyq :

Rezultat: g0, =

sympy . simplify (g-max1.subs(sigma_a ,zetaxomega_n).subs (omega_d,
omega _n*sympy . sqrt(l—zetaxx2)))#expresia primului
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#maxim al functiei pondere in functie de factorul de amortizare si
de pulsatia naturala

__wC
Rezultat: Kowne 2V1-¢%
Vi-e

Verificarea proprietatii (c).

g-max2=g.subs (t,T_-d/44+T_d)

raport=g_maxl/g max2#calculul raportului dintre primele doua maxime
locale ale functiei pondere

raport.subs(sigma_a ,zetaxomega_n).subs(omega_d,omega_nxsympy.sqrt
(1—zetax*x%2))

27

Rezultat: evi-¢*; deci, depinde doar de (.

Verificarea proprietatii (d).

sympy . limit (glt ,t,00)#calculul limitei la infinit a functiei
indiciale

Rezultat: K,.
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Variabile aleatoare si functii de probabilitate

Enunturi

Problema 2.1

Expresia functiei densitate de probabilitate asociata unei variable aleatoare cu distributie
normala (gaussiana), X este urmatoarea:

Se cere sa se calculeze:
(a) Valoarea mediei statistice, u, a variabilei aleatoare.
(b) Valoarea variantei, o2 variabilei aleatoare.

(c) Probabilitatea ca valorile variabilei aleatoare sa fie cuprinse in intervalul (—3; +3).

Problema 2.2

Se da functia:
c
=——, v R
pa)=—— = ¢

(a) Sa se determine valoarea constantei ¢ astfel incat functia p(x) sa reprezinte densi-
tatea de repartitie a unei variabile aleatoare X.

(b) Daca X si Y sunt doua variable aleatoare independente statistic avand densitatea
de repartitie p(-), sa se calculeze probabilitatea conditionata P(X < 1,Y > 1).

Problema 2.3

Expresia functiei densitate de repartitie asociata unei variabile aleatoare X este urmatoarea:

p(z) = ﬂ-(liaﬂ) dacd z € (—1;1);
0 daca x € (—oo;—1)Jz € [1;00).

Folosind definitiile momentelor statistice si variantei, se cere sa se calculeze:
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(a) Sa se verifice ca functia p(z) din enuntul problemei poate reprezenta functia den-
sitate de probabilitate a unei variabile aleatoare, X.

(b) Valorile mediei statistice, p, si variantei, o2 variabilei aleatoare X.

(c) Valoarea mediei statistice, p, a variabilei aleatoare Y = X2
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Raspunsuri
Problema 2.1:

(a) u, = 0; (b) 02 =0; (c) 0.9973.
Problema 2.2:

(a) c=2,(b) P(X <1,Y > 1) =0.174.
Problema 2.3

(@) -5 (b) e = 0; 02 = =142, (c) pro2 = =1+ 2,
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Rezolvari

Problema 2.1

ETAPELE REZOLVARII.
(a) - Calculul valorii mediei statistice a variabilei aleatoare X
Se calculeaza integrala care urmeaza.

+oo +o0 T
fo = / x - p(x)dr = / ———dx
-0 —oo /2.7 - eT2

(b) - Calculul valorii variantei statistice a variabilei aleatoare X
Se calculeaza integrala care urmeaza.

/+oo 5 +oo 5 1
R B e B e e L
—00 —00 vV 2-m-e2

CODURI - APLICATIA 2.1.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy#modul pentru calcule numerice

import scipy#modul pentru calcule stiintifice

import sympy#modul pentru calcul simbolic

from sympy imports#importa toata colectia de functii ale modulului

from matplotlib import pyplot#importa colectia de functii pentru
reperzentare grafica

sympy.init_printing ()#comada pentru initializarea printarii

Se definesc variabilele simbolice.

)

x=symbols(’x’, real=True)#definitia variabilei x

mu_x=symbols( 'mux’, real=True)#definitia variabilei mux, media
statistica rezultata prin calcul
var_x=symbols( 'var_x ', real=True)#definitia variabilei var_x,

varianta rezultata prin calcul
p=Function(’p’) (x)#defintia functiei p, densitatea de probabilitate

Se defineste expresia functiei densitate de probabilitate.

p=1/(sqrt (2xpi))xexp(—x*x2/2)#expresia functiei p — distributia de
probabilitate
p#Hafiseaza rezultatul

Se verifica daca functia din enunt indeplineste conditia sa reprezinte o functie densitate
de probabilitate

integrate (p,(x,—00,00) )#verificarea conditiei — reprezinta aria
suprafetei marginita de axa orizontala si graficul functiei

Rezultat: 1

Se calculeaza valoarea mediei statistice, mu, a distributiei.

mu x=integrate (x*p,(x,—00,00))#calculul valorii mediei statistice a
distributiei .
mu_x#afiseaza rezultatul
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Rezultat: 0

Se calculeaza valoarea variantei statistice a distributiei.

var_x=integrate ((x—mu_x)**2xp,(x,—00,00) )#calculul valorii
variantei statistice a distributiei
var_x#afiseaza rezultatul

Rezultat: 1

Se reprezinta grafic functia distributie de probabilitate.

plot (p, xlim=(-5,5), show=True)#reprezentarea grafica a functiei p
— densitatea de probabilitate

Graficul functiei p(x)

Se calculeaza probabilitatea ca valoarea variabilei aleatoare sa fie cuprinsa in intervalul
(—3:3).

Pl=integrate (p,(x,—00,3)).evalf ()#calculul probabilitatii ca
valorile variabilei aleatoare sa fie mai mici dacat 3

P2=l-integrate (p,(x,—00,—-3)).evalf ()#calculul probabilitatii ca
valorile variabilei aleatoare sa fie mai mari dacat —3

P3=P1xP2#calculul probabilitatii ca valorile wvariabilei aleatoare
sa fie in intervalul (—3; 3)

format (P3, 5.4 7 )#afiseaza rezultatul

Rezultat: 0.9973
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Problema 2.2

ETAPELE REZOLVARII.
(a) - Calculul valorii constantei ¢

(i) Conditia ca functia p(z) sa reprezinte densitatea de probabilitate a unei variabile
aleatoare este urmatoarea:

o oo C
- — % dr=1
/Oo p(z)dx /OO " eimdx

(ii) Pentru calculul integralei definite 2.1, mai intai se calculeaza primitiva functiei
cu substitutia y = e*.

(2.1)

d
/de:c-/ i = c-arctany = c- arctane” + K (2.2)
et +e® y?+1
(iii) Valoarea integralei definite rezulta dupa cum urmeaza:
> T
/ p(z)dz = c-arctane® [T = c- 5 (2.3)

(iv) Valoarea constantei ¢ se obtine pe baza relatiilor 2.1 si 2.3
7r
c-—=1
2

(b) - Calculul probabilitatii P(X < 1,Y > 1)

(i) Expresia functiei de repartitie de probabilitate, P(x) se calculeaza prin inlocuirea
valorii constantei ¢ cu valoarea calculata la punctul precedent.

xT xT 2
P(z) = /Oop(f)df = /Oo #df = arctan e”.

(ii) Calculul probabilitatii conditionate din enunt se face cu expresia:

P(X<1,Y>1)=PX<1)-PY>1)=P(1)—[1-P(1)].

CODURI - APLICATIA 2.2.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy#modul pentru
import scipy#modul pentru
import sympy#modul pentru calcul

from sympy importx#importa toata
from matplotlib import pyplot#importa colectia de functii

reperzentare grafica

calcule
calcule

numerice

stiintifice
simbolic
colectia ale modulului

pentru

de functii

sympy.init_printing ()#comada pentru initializarea printarii

Se definesc variabilele simbolice ale aplicatiei.
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c=symbols(’c’, positive=True)#definitia constantei c
x=symbols(’'x’, real=True)#defintia variabilei x
y=symbols(’'y’, positive=True)#defintia variabilei auxiliare y

F=Function ('F’) (y)#definitia functiei simbolice
F=sympy.integrate (1/(Pow(y,2)+1),(y,0,exp(x)))#expresia functiei
F#printeaza rezultatul

Rezultat: arctan (e*)

I=limit (F,x,00)#calculul valorii la infinit a functiei repartitie
de probabilitate
I#printeaza rezultatul

I =lim, ., F(z) =

SIE

Pentru ca functia p(x) sa reprezinte densitatea de probabilitate a unei variabile alea-
toare, aceasta trebuie sa verifice conditiile:

(i) F(x) sa fie pozitiva pe axa reala
(ii) [72 p(a)dr =1

Prima conditie implica ¢ > 0.
A doua conditie este verificata daca c este solutia ecuatiei asociate ¢- I —1 = 0.

c.num=sympy . solve (Ixc—1,c)#rezolva ecuatia asociata
conum [0]#printeaza rezultatul

Rezultat: %

Fl=expand (simplify (Fxc_num[0]) )
Fl#printeaza rezultatul

Rezultat: M

Calcul probabilitatii P(X < 1)

P_x1=N(expand (F1.subs(x,1)))#calculeaza valoarea numerica
format (P_x1, ’'5.37)#printeaza rezultatul

Rezultat: 0.776
Calcul probabilitatii P(Y > 1)

P_yl=1-N(expand (F1.subs(x,1)))#calculeaza valoarea numerica
format (P_yl,’5.3 " )#printeaza rezultatul

Rezultat: 0.224
Calculul probabilitatii conditionate P(X < 1,Y > 1)
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P xyl1=P x1%P_yl
format (P_xyl,’ 5.3 ")#printeaza rezultatul

Rezultat: 0.174
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Problema 2.3

ETAPELE REZOLVARII.
(a) - Calculul valorilor mediei statistice si variantei variabilei aleatoare X

1. Testarea primei conditii: p(x) > 0Vz € R deoarece z* este pozitiv pe toatd axa
+oo

reald. Pentru testarea celei de-a doua conditii se calculeazd integrala [ p(z)dzx.
—00

2. Media statistica a variabilei aleatoare X se calculeaza prin mediere pe ansamblu.
Se tine cont de expresia de definitie a functiei densitate de probabilitate din
enuntul problemei.

ux:E{X}:/+Oox-p(x)dm:/+l2- i (2.4)

oo 1 T 1+ a2

3. Varianta variabilei aleatoare X se calculeaza prin mediere pe ansamblu cu relatia
“+o0o

ot = [ (x—p)* - pla)de.

—0o0

(b) - Calculul valorii mediei statistice a variabilei aleatoare Y
Media statistica asociate variabilei aleatoare Y se calculeaza cu relatia 77 tinand
cont de dependenta dintre variabilele aleatoare X si Y data in enuntul problemei.

+12 2

=By = B = [ pan= [ 2

-1 ;14‘1'2

(2.5)

. _ 2
OBSERVATIE: [, = 0.

CODURI - APLICATIA 2.3.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy#modul pentru calcule numerice

import scipy#modul pentru calcule stiintifice

import sympy#modul pentru calcul simbolic

from sympy imports#importa toata colectia de functii ale modulului

from matplotlib import pyplot#importa colectia de functii pentru
reprezentare grafica

sympy.init_printing ()#comada pentru initializarea printarii

Definitiile variabilelor simbolice.

x=symbols(’'x’, real=True)#defintia variabilei x
miu_x=symbols( 'miu_x’, real=True)#defintia variabilei miu_x
var_x=symbols(’var_x ', real=True)#definitia variabilei var_x
miu_x2=symbols ( 'miu_x2’, real=True)#defintia variabilei miu_x2

Definitia functiei p(x).

p=sympy . Piecewise ((2/pi/(14+xx*%2), Abs(x)<1),(0, True))
b
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Rezultat:

2
0 otherwise

Reprezentarea grafica a functiei p(x).

pl = plot(p, xlim=(-2,2),show=True)

e
=

[2=]
4]

Graficul functiei p(x).

Verificarea expresiei functiei p(x).

integrate (p,(x,

—00,00))

Rezultat: 1

Calculul valorii mediei statistice.

miu_x=integrate (x*p,(x,—00,00))

miu_x

Rezultat: 0

Calculul valorii variantei statistice.

var_x=integrate (((x—miu_x)*%2)*p,(x,—00,00))

var_X

Rezultat: —1 + %

Calculul valorii mediei statistice a variabilel aleatoare Y

miu_x2=integrate ((x**2)*p,(x,—00,00))

miu_x2

Rezultat: —1 + %
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Procese aleatoare si zgomote

Enunturi

Problema 3.1

Sa se calculeze expresia functiei de autocorelatie a pulsului dreptunghiular cu ampli-
tudinea U,,, reprezentat prin expresia care urmeaza:

ult) = {UM forfil<2 , cp

0 otherwise

Exemplu numeric: Uy, = 2.

{d]
yith

s 2 2 1 4 2 2 4

Reprezentarea grafica a pulsului din Reprezentarea grafica a semnalului ca-
enuntul problemei 1. uzal din enuntul problemei 2.

Problema 3.2

Sa se calculeze expresia functiei de autocorelatie pentru semnalul cauzal definit dupa
cum urmeaza.

A > 0.

0 fort <0
Uye ™ otherwise

Date numerice: Uy =5, A = 2.
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Problema 3.3

O aproximare a functiei de autocorelatie a unui proces aleator stationar de tip zgomot
colorat este reprezentata prin expresia care urmeaza.

Fua(T) =0 - e M Y e Ry A > 0.
Pe baza acestei aproximari, se cere sa se estimeze:
(a) Expresia functiei densitate spectrala de putere, Sy, (w).
(b) Valoarea puterii procesului aleator.

Date numerice: varianta, o = 5 si atenuarea, A = 2.

_I4

2 4 -100 -5 -50 -25 00 25 50 75 100
fau omega

Reprezentarea grafica a functiei de Reprezentarea grafica a functiei densi-
autocorelatie a procesului aleator din tate spectrald de putere a procesului
enuntul problemei 3.3. aleator din enuntul problemei 3.4.

Problema 3.4

Densitatea spectrala de putere a unui proces aleator stationar de tip zgomot alb cu
banda limitata este urmatoarea.

N we -0+
Snn(w) - {O w E (_oo; —Q) U (+Q; +OO> .

Se cere:

(a) Sa se calculeze expresia functiei de autocorelatie, 7,,(7) a procesului aleator.
(b) S& se calculeze valoarea puterii procesului aleator.

(c) S& se calculeze valorile mediei statistice, p,, si variantei, 02, procesului aleator.

Date numerice: 2 =5si N = 2.
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Problema 3.5

Fie un semnal sinusoidal cu amplitudinea Uy, pulsatia w si faza initiala ¢:
u(t) = Uy - sin(wy -t + ).

Se cer urmatoarele.

(a) Sa se calculeze expresia functiei de autocorelatie 7, (7).

(b) Sa se calculeze expresia functiei densitate spectrala de putere Sy, (w).

(c) Sa se calculeze expresia puterii semnalului si sa se arate ca aceasta nu depinde de
faza initiala a semnalului.

Date numerice: Uy, = 10, wy = 2.

Problema 3.6

Sa se calculeze expresia functiei de autocorelatie pentru semnalul sinusoidal din pro-
blema precedenta daca faza initiala a semnalului este un proces aleator cu repartitie
uniforma caracterizata prin densitatea de probabilitate:

L dacd ¢ € [-mm)
_ 27 ’
p(p) = { 0 daca ¢ € (—o0;—7) U |[m; +00)

Date numerice: Uy, = 10, wy = 2.

Problema 3.7

Intr-un experiment de identificare a fost analizat un proces aleator stationar cu media
statistica zero. S-a constatat ca functia de autocorelatie a acestuia poate fi aproximata
prin expresia urmatoare.

Ry, (1) = 0%l cos(r) Vr € R;.
Se cere:

(a) sa se calculeze expresia functiei densitate spectrala de putere, Sy, (w) a procesului
aleator,

(b) sa se demonstreze ca puterea medie a procesului aleator este numeric egala cu
parametrul o2,

(c) sa se calculeze valoarea pulsatiei wy; care corespunde valorii maxime a functiei

Syy(w)

Date numerice: o2 = 40.
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Raspunsuri
Problema 3.1:

—4max (—2,—7 — 2) + 4max (-2, —7 — 2, min (2,2 — 7)).
sau:

0 daca 7 € (—o0;—4)
A7 +16 daca T €[—4;0)
—47 4+ 16 daca T €[0;4)

0 daca 7€ [4;00)

Ryy(T) =

Problema 3.2:

256—276—4 max(0,—71)

Ry, (7) = : si Ry, (0) = 6.25.

Problema 3.3:
(a) Suu(w) = wg—?%.

(b) P=5.0
Problema 3.4:

2.0sin (57) for T 7§ 0

(@) Tan(T) = {Mm

™

+ (D) P = 228 (€) pin =0, 07, = 122

otherwise
Problema 3.5:
(a) Ryu(7) = 50 - cos(27); (b) Syu(w) = 50 [6(w — 2) + 6(w + 2)]; (¢) Py = 50.
Problema 3.6:
R, (1) =50 - cos(27).
Problema 3.7:
202 (w?42)

(a) Syy(w) = —572; (b) Py, = 0% (c) wy = 0.91.

wi+4
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Rezolvari

Rezolvarea problemei 3.1

ETAPELE REZOLVARII.

Pulsul u(t) este de tip necauzal. Functia de autocorelatie a pulsului u(t) se calculeaza

pe tot R cu formula 7,,(7) = [ u(t) - u(t + 7)dt.

—0o0

CODURI - APLICATIA 3.1.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

import numpy

import scipy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx

from sympy import pi
init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

tau=symbols ( 'tau’, real=True)#decalajul in timp

UM=symbols (UM’ ,positive=True)#variabila amplitudine a semnalului
dreptunghiular

t=symbols(’t’,real=True)#variabila t — argumentul functiei—semnal
dreptunghiular

u=sympy . Function ('u’) (t)#functia—semnal dreptunghiular

u_tau=sympy. Function(’u_tau’)(t)#definitia functiei semnal—
dreptunghiular decalata cu tau

r_xx=sympy . Function ('r_xx ") (tau)#definitia functiei de
autocorelatie

Expresia functiei-semnal.

u=Piecewise ((UM, abs(t)<2),(0,True) )#expresia functiei—semnal
u#afiseaza rezultatul

Rezultat:

Uy for |t] <2
0 otherwise

Expresia functiei-semnal translatata cu 7.

u_tau=Piecewise ((UM, abs(tau+t)<2),(0,True) )#expresia functiei—
semnal translatate cu tau
u_tau#afiseaza rezultatul

Rezultat:

0 otherwise

{UM for |t 4+ 7| < 2

Calculul expresiei functiei de autocorelatie.
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r_uu=sympy.integrate (uxu_tau,(t,—o00,00))#calculul functiei de
autocorelatie

r_uu#afiseaza rezultatul

Rezultat:

~U3, max (=2, -7 — 2) + U}, max (—2, —7 — 2,min (2,2 — 7))

Reprezentarea grafica.

dUM=2#valoarea numerica a variabilei UM

dU=u. subs (UM,dUM)

plot_parametric ((t,dU) ,xlabel="t" ,ylabel="u(t)’ ,xlim=(—5,5),show=
True)

dR_uu=r_uu.subs (UM,dUM)
plot (dR_uu, xlabel="tau’, ylabel="R_uu(tau)’,xlim=(-5,5),show=True)

Rezultat:

R uuitau)

tau

Graficul functiei de autocorelatie a pulsului dreptunghiular cu amplitudinea Uy, = 5.
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Rezolvarea problemei 3.2

ETAPELE REZOLVARII.

Se procedeaza analog cu problema percedenda.

In acest caz, functia-semnal y(t) este de tip cauzal deci, la calculul integralei se tine
cont ca functia semnal este diferita de zero doar in intervalul ¢ € (0; 00).

CODURI - APLICATIA 3.2.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

import numpy

import scipy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx

from sympy import pi
init_printing ()

Se definesc variabilele si functiile simbolice.

t=symbols ('t ,real=True)#defintia variabilei t — argumentul
functiei

tau=symbols( 'tau’, real=True)#defintia decalajului in timp

lam=symbols( 'lambda’, positive=True)#defintia parametrului lambda

Y M=symbols ('YM’ ,positive=True)#definitia variabilei amplitudine a
semnalului sinusoidal

y=Function(’y’) (t)#definitia functiei semnal sinusoidal

y-tau=Function(’y_tau’) (t)#definitia functiei semnal sinusoidal
decalata cu tau

r_.yy=Function(’'r_yy ') (tau)#definitia functiei de autocorelatie

Se definesc valorile numerice ale parametrilor, propuse in enuntul problemei.

dY M=5#valoarea numerica a parametrului UM
dLam=2#valoarea numerica a parametrului lambda

Se defineste expresia functiei-semnal.

y=Piecewise ((0,t<0),(YMsxsympy.exp(—lamx*t) ,t>=0))#expresia functiei
—semnal; definita pe intervale
y#afiseaza rezultatul

Rezultat:
0 fort <0

Yye ™  otherwise

Se defineste expresia functiei-semnal translatata cu 7.

y-tau=Piecewise ((0,t+tau<0) ,(Y Mssympy.exp(—lamx(t+tau)) , t+tau>=0))
#expresia functiei—semnal translatate cu tau; definita pe
intervale

y_tau#afiseaza rezultatul

Rezultat:
0 fort+7<0

Yie M) otherwise
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Se calculeaza expresia functiei de autocorelatie, r,, (7).

r_yy=sympy.integrate (yxy_tau,(t,—o00,00))#calculul functiei de
autocorelatie

r_.yy#afiseaza rezultatul

Rezultat:
Y]\Q/Ie—)\Te—Q)\ max(0,—7)
2\

Se substituie valorile numerice in expresia functiei de autocorelatie si se reprezinta
graficul acesteia.

dR_yy=r_yy .subs(YM,dY_M) .subs (lam ,dLam)
plot (dR_yy, xlabel="tau’, ylabel="R_yy(tau)’,xlim=(-5,5),show=True)

Rezultat:

3
=)
]
=
=
=
=

=]

tau

Figura 3.1: Graficul functiei de autocorelatie a semnalului cauzal din enuntul problemei
2 pentru Uy = 5 si A = 2. Valoarea maxima pe grafic corespunde la 7,,(0) = 6.25.

52




PROCESE ALEATOARE SI ZGOMOTE

Rezolvarea problemei 3.3

ETAPELE REZOLVARII.

(a) -
CODURI - APLICATIA 3.3.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

import numpy

import scipy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx

from sympy import pi
init_printing ()

Se definesc variabilele si functiile simbolice

tau=symbols ( "tau’,real=True)#defintia variabilei tau — decalajul in
timp

omega=symbols ( 'omega’, positive=True)#defintia variabilei omega —
pulsatia

f=symbols(’'f’, positive=True)#definitia variabilei frecventa

sigma=symbols ( 'sigma’, positive=True)#defintia parametrului sigma —

varianta

lam=symbols ( 'lambda’, positive=True)#definitia parametrului lambda
— atenuarea

r-nn=Function(’r_nn’) (tau)#definitia functiei de autocorelatie

S_nn=Function(’S_nn’) (omega)#definitia functiei densitate spectrala
de putere

dSigma=5#valoarea numerica a parametrului sigma
dLam=2#valoarea numerica a parametrului lambda

Se defineste expresia functiei de autocorelatie.

r_nn=Piecewise ((sigmaxexp (lam*tau) ,tau<0) ,(sigmaxexp(—lamx*tau) ,tau
>=0))#expresia de autocorelatie; definita pe intervale
r_nn#afiseaza rezultatul

Rezultat:

oe forTt <0
oe > otherwise

Se defineste expresia functiei de autocorelatie pe intervale.

rl_nn=sigmasxexp (lamxtau)#expresia functiei de autocorelatie pe
intervalul (—o00;0)

r2_nn=sigmaxexp(—lamxtau)#expresia functiei de autocorelatie pe
intervalul [0;400)

rl_nn,r2_nn

Rezultat: 71,,(7) =0 e 12,,(1) =0 - .

Se calculeaza expresia functiei densitate spectrala de putere prin integrare pe intervale.
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S nn=(integrate (rl_nn*exp(—I*xomegaxtau) ,(tau,—o00,0))+integrate (
r2_nnxexp(—I+xomegaxtau) ,(tau,0,00)))#expresia functiei densitate
spectrala de puterefcalculeaza densitatea spectrala de putere

simplify (S_nn)#afiseaza rezultatul

Rezultat:
2 o

B A2 4+ w?

Se calculeaza expresia puterii procesului aleator.

Shn (W)

P=1/2/pixintegrate (S_nn,(omega,—00,00))#puterea procesului aleator
calculata pe baza densitatii spectrale de putere
P#afiseaza rezultatul

Rezultat: P =o.
Se calculeaza expresia densitatii spectrale de putere cu valori numerice si se reprezinta
grafic.

dS_nn=S_nn.subs(sigma,hdSigma).subs (lam,dLam)#pentru reprezentarea
grafica , se rescrie expresia cu valorile date in enunt
plot (dS_nn, xlabel="omega’ ,ylabel="S nn’ xlim=(—-10,10) ,show=True)

simplify (dS_nn)#expresia functiei densitate spectrala de putere cu
valori numerice

Rezultat: S,,(w) = WQQL.

Pe baza expresiei functiei densitate spectrala de putere, se calculeaza expresia puterii
procesului aleator cu valori numerice.

P=1/2/pixintegrate (dS_nn,(omega,—00,00))#puterea procesului aleator
calculata pe baza densitatii spectrale de putere
P#afiseaza rezultatul

Rezultat: P =5.
OBSERVATIE: Puterea procesului aleator depinde de varianta procesului, ¢ dar nu
depinde de atenuarea .
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Rezolvarea problemei 3.4

ETAPELE REZOLVARII.
(a) - Calculul expresiei functiei de autocorelatie.
Functia de autocorelatie este numeric egala cu transformata Fourier inversa a functiei
densitate spectrala de putere; prin urmare:
1 [t : 1 [ : N sin (Qr
Tnn () / Spn(w) - *Tdw = — N - e“Tdw = #

T o 2 J_q T

— 00

OBSERVATIE: valoarea functiei de autocorelatie in punctul 7 = 0.

ran(0) = NGO lim sin (Q7) _ NQ'
T Q=0 Qr s

(b) - Calculul valorii puterii procesului aleator.
Valoarea puterii procesului aleator se calculeaza pe baza expresiei functiei densitate
spectrala de putere cu formula urmatoare:

1 +o0 1 +Q NQ
= Sy (w)dw Ndw = —".
T

- % ' —Q ™
OBSERVATIE: P = r,,(0).
(c) - Calculul valorilor mediei statistice si a variantei procesului aleator

Valoarea mediei statistice se calculeaza pe baza expresiei functiei de autocorelatie cu
formula:

P

—00

1.0N sin (€2
p2 = lim r,,(7) = lim LONsin (Or) = 0.
T—00 T—r00 T

Valoarea variantei procesului aleator se obtine pe baza valorii functiei de autocorelatie
pentru 7 = 0 si a expresiei:

1.ONQ2
2 2
Unn + lunn = THH(O) = )
m
in care (i, = 0 conform rezultatului de mai sus.
CODURI - APLICATIA 3.4.
Se apeleaza modulele necesare.
import sympy
import numpy
import scipy
from matplotlib import pyplot
from sympy importx
from sympy import pi
init_printing ()
Se definesc variabilele si functiile simbolice
tau=symbols( 'tau’,real=True)#defintia variabilei tau — decalajul in
timp
omega=symbols ( 'omega’, real=True)#defintia variabilei omega —

pulsatia
f=symbols(’'f’ , positive=True)#definitia variabilei frecventa
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N=symbols('N’, positive=True)#defintia parametrului N

Omega=symbols ( 'Omega’ ,positive=True)#definitia parametrului Omega

ronn=Function(’'r-nn’) (tau)#definitia functiei de autocorelatie

S_nn=Function(’S_nn’) (omega)#definitia functiei densitate spectrala
de putere

mu_n=symbols ( 'mun’, positive=True)#defintia mediei statistice a
procesului aleator

var_n=symbols( 'var.n’ 6 positive=True)#defintia variantei statistice
a procesului aleator

dN=2#valoarea numerica a parametrului N
dOmega=5#valoarea numerica a parametrului Omega

Se defineste expresia functiei Sy, (w)

S_nn=Piecewise ((N, abs (omega)<Omega) ,(0,True) ))#expresia functiei
densitate spectrala de putere; definita pe intervale
S_nn#afiseaza rezultatul

N for Q> |w|

otherwise

Rezultat:

Se calculeaza expresia functiei 7, (T)

r-nn=simplify (1/2/pixintegrate (Nxexp (Ixomegaxtau) ,(omega,—Omega,
Omega) ) )J#calculul functiei de autocorelatie
r.nn#afisare rezultat

1.0N sin (Q1) for T 7& 0

Rezultat: T )
LONG otherwise

™

Calculul expresiei puterii procesului aleator.

P=simplify (1/2/pixintegrate (N, (omega,—Omega,Omega) ) )#expresia
puterii procesului aleator
P#afiseaza rezultatul ; acelasi rezultat si cu formula P = r_nn(0)

Rezultat: 102,
Calculele cu datele numerice din enuntul problemei.

dS_nn=S _nn.subs (Omega,dOmega) . subs (N,dN)
dR.nn=r_nn.subs (Omega,dOmega) . subs (N,dN)
dP=P. subs (Omega,dOmega) . subs (N,dN)

dS_nn ,dR_nn,dP

2 for lw| <5 %HT(E’T) fort #0 14,
10.0 ES

P

. Y .
otherwise otherwise
Reprezentarea grafica a functiei de autocorelatie.

Rezultat: {

plot (dR.nn, xlabel="tau’,ylabel="r_nn’ ,xlim=(-10,10) ,show=True)
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Rezultat:

rnn

0

25

20/4

154

10

Graficul functiei de autocorelatie a procesului aleator de tip zgomot alb cu banda
limitata. N =2,Q =5.
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Rezolvarea problemei 3.5

ETAPELE REZOLVARII.
(a) - Calculul expresiei functiei de autocorelatie.

Se utilizeaza relatia 7?7 in care se tine cont ca functia semnal este periodica cu perioada
2.
wi”

T, =

1 +T1 1 +T1

= —" w(t) -u(t+7)dt = — - U3, sin(wit 4 ) - sinfwy (t +7) + o] dt
2T1 —T1 2T1 =T

Touu(T)
2

Rezulta: r,,(7) = % cos(wyT).

(b) - Calculul expresiei functiei densitate spectrala de putere.

Functia densitate spectrala de putere este egala cu transformata Fourier a functiei de

autocorelatie. Prin urmare:

“+oo
Suu(w) = / ruu(T)e_j'w'TdT

o0

+o00 U2 )
= / TM cos(wyT)e 7 Tdr

[e%S)
U]%/[ +oo eJwit + e~ JwiT

= . — e T dr
U2 +oo ) +00 ) )

= TM {/ 7T e I dr —l—/ e_mTe_jde]
U2 7+oo ) - 400 )

- M [/ e J(-witw)T 1 +/ e—J(w1+w)7dT] )
4 —oo —00

Se tine cont ca transformata Fourier a unei constante C' este:
+oo )
F(C) = / Ce7Tdr =21 - C - §(w)
—0oQ

in care §(w) este impulsul Dirac si, rezulta:

Su(w) = T 'gM B(w — wi) + 6(w + wr)]

(c) - Calculul expresiei puterii semnalului sinusoidal.
Puterea semnalului sinusoidal se calculeaza prin integrarea functiei densitate spectrala
de putere pe tot domeniul frecventelor astfel:

1 400 U2 +00
P,. Sy (w)dw = M- / [0(w —wi) + 0w+ wy)] dw.

o ) 4 )

CODURI - APLICATIA 3.5.
Se definesc variabilele si functiile simbolice.

import sympy
import numpy
import scipy
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from matplotlib import pyplot
from sympy imports*

from sympy import pi
init_printing ()

Definitiile variabilelor simbolice si functiilor.

t=symbols ('t ,real=True)#variabila timp

tau=symbols( 'tau’, real=True)#variabila tau — decalajul in timp

omega=symbols ( 'omega’, real=True)#variabila pulsatie

UM=symbols (UM’ ,positive=True)#amplitudinea semnalului sinusoidal

omega_l=symbols(’omega_1’ positive=True)#pulsatia semnalului
sinusoidal

phi=symbols( 'phi’, real=True)#faza initiala a semnalului sinusoidal

u=sympy . Function ('u’) (t)#functia semnal sinusoidal

u_aux=sympy . Function('u_aux’) (t)#functia semnal sinusoidal

u_tau=sympy.Function('u_tau’) (t)#functia semnal sinusoidal decalata

cu tau

u_tau_aux=sympy.Function (' u_tau_aux’)(t)#functia semnal sinusoidal
decalata cu tau

T_l=symbols(’'T_1", integer=True)#perioada semnalului sinusoidal

r_uu=sympy . Function( 'r-uu’) (tau)#functia de autocorelatie

S_uu=sympy . Function(’S_uu’) (omega)#functia densitate spectrala de
putere

Valorile numerice ale parametrilor.

dUM=10#valoarea numerica a amplitudinii semnalului sinusoidal
dOmega_1=2#valoarea numerica a pulsatiei semnalului sinusoidal

Expresiile functiilor semnal sinusoidal si semnal sinusoidal decalat.

u=UMsxsin (omega_l*t+phi)#expresia functiei semnal sinusoidal

u_aux=expand_trig(expand(u))#expresia desfasurata a functiei semnal
sinusoidal

u,u_aux#afiseaza rezultatul

Rezultat:
Ups sin (wit + @)
U (sin (¢) cos (wit) + sin (wqt) cos (¢))

u_-tau=UMs=xsin (omega_1x*(t+tau)+phi)#expresia functiei semnal
sinusoidal decalata cu tau

u_-tau_aux=expand_trig (expand (u-tau))#expresia desfasurata a
functiei semnal sinusoidal decalata cu tau

u_tau,u_tau_aux#afiseaza rezultatul

Rezultat: Uy sin (wy (t +7) + ¢).

Calculul expresiei functiei de autocorelatie.

T_1=2%pi/omega_l#perioada semnalului sinusoidal

r-uu=1/2/T _1xsympy.integrate (expand(u_aux*u_tau_aux) ,(t,—T_1,T_1))#
calculul expresiei functiei de autocorelatie a semnalului
sinusoidal
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rouu_aux=simplify (r_uu)#variabila auxiliara
r_uu_aux#afiseaza rezultatul

Rezultat: 0.5U%, cos (w;T).

Expresia functiei densitate spectrala de putere calculata analitic.

S_uu=sympy . pi/2xUMsx**2x(sympy . DiracDelta (omega—omega_1 )+sympy .
DiracDelta (omegatomega_1))
S_uu#afiseaza rezultatul

7UZ(6(w—w1)+8(w+wr))

Rezultat: 3 .

Calculul expresiei puterii semnalului sinusoidal.

P_uu=1/2/pixintegrate (S_uu,(omega,—00,00) )#expresia puterii
semnalului sinusoidal
P_uu#afiseaza rezultatul

Rezultat: 0.5U%.

OBSERVATIE: Rezultatul de mai sus demonstreaza ca puterea semnalului depinde
doar de valoarea parametrului Uy,.

Calcule cu valorile numerice din enuntul problemei.

dR_uu=simplify (r_uu.subs (UM,dUM) .subs(omega_1,dOmega_1))#expresia
functiei de autocorelatie cu valori numerice
dR_uu#afiseaza rezultatul

Rezultat: 50.0 cos (27).

dS_uu=S_uu.subs (UM,dUM) .subs(omega_1,dOmega_1)#expresia functiei
densitate spectrala de putere cu valori numerice
dS_uu#afiseaza rezultatul

Rezultat: 507 (0 (w —2) + 0 (w+ 2)).

dP_uu=P _uu.subs (UM,dUM) .subs(omega_1,dOmega_1)#expresia puterii
semnalului sinusoidal cu valori numerice
dP_uu#afiseaza rezultatul

Rezultat: 50.
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Rezolvarea problemei 3.6

ETAPELE REZOLVARII.

Deoarece faza initiala a semnalului sinusoidal este un proces aleator, semnalul sinu-
soidal nu mai este determinist ci tot un proces aleator. Functia de autocorelatie se
calculeaza prin mediere pe ansamblul valorilor procesului aleator dupa cum urmeaza.

Tu(T) = /_OOU(t,sO)-U(HT,sD)-p(w)dso

1 4 .
= 5 Uz, sin(wit + p)sinfw (t +7) + ¢lde

CODURI - APLICATIA 3.6.
Se definesc variabilele si functiile simbolice.

import sympy

import numpy

import scipy

from matplotlib import pyplot
from sympy imports*

from sympy import pi
init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor simbolice.

t=symbols ('t ,real=True)#variabila timp

tau=symbols('tau’, real=True)#variabila tau — decalajul in timp

omega=symbols ( 'omega’, positive=True)#variabila pulsatie

omega_l=symbols( ’omega_1’, positive=True)#pulsatia semnalului
sinusoidal

UM=symbols (UM’ ,positive=True)#amplitudinea semnalului sinusoidal

phi=symbols( 'phi’, real=True)#faza initiala a semnalului sinusoidal

u=sympy . Function (’u’) (t)#functia semnal sinusoidal

u_aux=sympy . Function ( "u_aux’) (t)#functia semnal sinusoidal

u_tau=sympy. Function(’u_tau’) (t)#functia semnal sinusoidal decalat
cu tau

u_tau_aux=sympy.Function(’'u_tau_aux’)(t)#functia semnal sinusoidal
decalat cu tau

T_1=symbols('T_ 1", positive=True)#perioada semnalului sinusoidal

p=sympy . Function ('p’) (phi)#functia densitate spectrala de putere a
fazei initiale

r_uu=sympy . Function( 'r_uu’) (omega)#functia de autocorelatie a
semnalului sinusoidal

Valorile numerice ale parametrilor.

dUM=10#valoarea numerica a amplitudinii semnalului sinusoidal
dOmega_1=2#valoarea numerica a pulsatiei semnalului sinusoidal

Expresiile functiilor.
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u=UMsxsin (omega_l*t+phi)#expresia functiei semnal sinusoidal

p=Piecewise ((1/(2xpi), abs(phi)<pi),(0, True))#expresia functiei
densitate spectrala de putere a fazei initiale

u_aux=expand_trig (expand (u) )#expresia desfasurata a functiei semnal
sinusoidal

p,u,u_aux#afiseaza rezultatul

Rezultat:
1

(o) = 5- for o] < m
Pl = 0  otherwise

u(t) = Upssin (wit + ¢).

u_tau=UMsxsin (omega_l*(t+tau)+phi)#expresia functiei semnal
sinusoidal decalata cu tau

u_tau_aux=expand_trig (expand(u_tau))#expresia desfasurata a
functiei semnal sinusoidal decalata cu tau

u_tau,u_tau_aux#afiseaza rezultatul

Rezultat: u(t+ 7) = Upssin (wy (t +7) + ¢).
Calculul expresiei functiei de autocorelatie.

r_uu=sympy.integrate (u_aux*u-tau_-aux*p,(phi,—o00,00))
simplify (r-uu)

Rezultat: Jirees @)
: 2
Calcule cu valorile numerice din enuntul problemei.

dR_uu=r_uu.subs (UM,dUM) .subs(omega_1,dOmega_l)
simplify (dR_uu)#afiseaza rezultatul

Rezultat: 50 cos (27).

OBSERVATIE. Expresia functiei de autocorelatie este aceeasi cu expresia functiei de
autocorelatie a semnalului sinusoidal determinist din problema precedenta. Explicatia
fiind aceea ca functia de autocorelatie a semnalului sinusoidal nu depinde de faza initiala
a acestuia.
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Rezolvarea problemei 3.7

ETAPELE REZOLVARII.

(a) - Calculul expresiei functiei densitate spectrala de putere.
Densitatea spectrala de putere este numeric egala cu transformata Fourier a functiei
de autocorelatie, prin urmare vom folosi relatiile:

Spy(@) = F[Ruu(r)] = / Ry(7) - e97dr

0 [e'e]
= / oleT cosT - eI dr + / o?e T cosT - eI dr.
0

—0o0

(b) - Expresia puterii medii a procesului aleator.

Calculul se poate face in doua moduri: (a) cu expresia functiei de autocorelatie si
proprietatea Py, = R,,(0) sau (b) cu expresia functiei densitate spectrala de putere,
prin integrare pe intreg domeniul pulsatiilor si relatia:

1 o
P, = 7 / Syy(w)dw.

o0

(c) - Calculul valorii pulsatiei care corespunde valorii maxime a functiei
densitate spectrala de putere.

Se calculeaza expresia derivatei functiei S,,(w) in raport cu variabila si se rezolva
ecuatia:

dSyy(w) _

dw
Cerinta problemei se verifica pentru valorile pozitive ale solutiilor ecuatiei de mai sus.

CODURI - APLICATIA 3.7.
Se definesc variabilele si functiile simbolice.

import numpy

import sympy

from sympy importsx
sympy.init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor

sigma2=sympy .symbols( ’sigma "2’ ,positive=True)#constanta sigma

tau=sympy.symbols('tau’ ,real=True)#variabila tau — decalajul in
timp

omega=sympy . symbols ( "omega’, positive=True)#variabila omega —
pulsatia

R_yy=sympy. Function ( 'R_yy’) (tau)#functia de autocorelatie a
procesului aleator la portul de iesire al filtrului

S_yy=sympy . Function(’S_yy’) (omega)#functia densitate spectrala de
putere a procesului aleator la portul de iesire

Expresia functiei de autocorelatie a procesului aleator.
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R_yy=sympy. Piecewise ((sigma2*sympy.exp (tau)*sympy. cos (tau) ,tau<0)
,(sigma2s*sympy . exp(—tau)*sympy. cos (tau) ,tau
>=0))
R_yy

2.7 f 0
Rezultat: R, (1) = {U €7 cos (1) or7t <
S

0?7 cos(7) otherwise

dSigma2=40#valoarea numerica a parametrului sigma
dRyy=R_yy.subs (sigma2 ,dSigma?2)
dRyy

40e" cos (1)  forT <0
S

Rezultat: R =
w(7) {40€_T cos (1) otherwise

Reprezentare grafica.

sympy . plot (dRyy, (tau,—10,10))

100 -75 50 =25 oo 25~ 50 75 100

tau

Graficul functiei de autocorelatie a procesului aleator din enuntul problemei 3.7; 02 =

40.

Expresia functiei de autocorelatie in intervalul 7 < 0.

dRyyl=((sigma2xsympy .exp (tau)x«sympy.cos(tau)).rewrite (exp))
dRyylexp=sympy.simplify (dRyyl) .expand ()
dRyylexp

iT 2676727

Rezultat: "2e;e + 2
Expresia functiei de autocorelatie in intervalul 7 > 0.

dRyy2=((sigma2*sympy.exp(—tau)*sympy.cos(tau)).rewrite (exp))
dRyy2exp=sympy . simplify (dRyy2) .expand ()
dRyy2exp

T 0'2677—67“'

Rezultat: "QE;Q + EE—.
Calculul pe intervale al functiei densitate spectrala de putere.

64




PROCESE ALEATOARE S1 ZGOMOTE

Syyl=sympy.integrate (dRyylexp*sympy.exp(—sympy . I*xomegaxtau) ,(tau,—
00,0))
sympy . simplify (Syyl)

Syy2=sympy . integrate (dRyy2exp*sympy . exp(—sympy . [*xomegaxtau) ,(tau,0,

00))

sympy . simplify (Syy2)

Syy=sympy . simplify (Syyl+Syy2)
Syy

0'2 CIJ2
Rezultat: S,,(w) = 2&;(4—;[2)

Reprezentare grafica.

dSyy=Syy .subs (sigma2 ,dSigma?2)
sympy . plot (dSyy, (omega, —10,10))

25 5.0 75 100
omega

——

-10.0

Graficul functiei densitate spectrala de putere a procesului aleator din enuntul proble-
mei 3.7; 02 = 40.

Calculul puterii medii a procesului aleator.

P=1/2/sympy. pi*sympy.integrate (Syy, (omega,—00,00))
P

Rezultat: P, = o°.
Calculul valorii pulsatiei care corespunde valorii maxime a functiei Sy, in intervalul
w > 0.

dSyyDiff=sympy. diff (dSyy,omega)
sympy . simplify (dSyyDiff)

dOmegaMax=sympy . solve (dSyyDiff ,omega) |

) [0]
dOmegaMax, format (dOmegaMax. evalf () ,’5.3

")

dSyy(w) 160w(w472w2 (w2+2)+4) ‘

Rezultat: w i) ;

wyr = 0.910.
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Procese dinamice liniare

Enunturi

Problema 4.1

Intr-un experiment se constata ca daca la portul de intrare al unui sistem dinamic se
aplica un puls de forma dreptunghiulara cu amplitudine unitara si durata 7:

(1) = 1 daca te (0;7)
T 0 daca t € (—o0;0) U (1;500) ’

atunci, portul de iesire al sistemului rezulta semnalul reprezentat prin expresia:

—(t—7)

y®) = (1= ) - x) = (1= ) - x(t = 7).

Se cer urmatoarele.
(a) Sa se calculeze expresia functiei de transfer a sistemului dinamic, G(s).

(b) Sa se calculeze expresia semnalului la portul de iesire al sistemului dinamic, w(t)
daca la portul de intrare se aplica semnalul rampa:

/0 daca te (—o0;0)
v(t) = { daca t € [0;00)

N e+

Problema 4.2

Se da un sistem dinamic este reprezentat prin functia de transfer care urmeaza:

(s) = 100 (s + 1)
24 10s+ 100

La portul de intrare al sistemului se aplica semnalul sinusoidal:
u(t) = 5v/2 - sin(200¢).

Se cere sa se calculeze amplitudinea raspunsului sinusoidal, Yj; si defazajul ¢ dintre
semnalele sinusoidale la porturile de intrare/iesire ale sistemului.
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Problema 4.3

Un sistem dinamic este reprezentat prin functia de transfer care urmeaza:

K,
(Tris+1) - (Tpes + 1)

G(s) =

La portul de intrare al sistemului se aplica semnalul sinusoidal:
u(t) = V2 - sin(wt).

Fiind date valorile numerice: K, = 100, Ty; = 0.2 si Ty = 0.5 se cere sa se calculeze
valoarea pulsatiei semnalelor, w astfel incat valoarea amplitudinii semnalului la portul
de iesire sa fie egala cu unitatea?

Problema 4.4

Se considera un sistem dinamic cu intarziere de ordinul unu avand functia de frecventa
care urmeaza: 1
Gjw) = ————.
S
La portul de intrare se aplica un semnal de tip proces aleator cu densitatea spectrala
de putere:

Se cere sa se calculeze:

(a) densitatea spectrala de putere a procesului aleator la portul de iesire, Sy, (w);

2

2. sl puterea medie a

(b) puterea medie a procesului aleator la portul de intrare, o

procesului aleator la portul de iesire, O'Sy.

Problema 4.5

La portul de intrare al sistemului dinamic din problema precedenta se aplica un proces
aleator zgomot colorat cu functia de autocorelatie:.

Ryu(7) = e~

Se cere sa se calculeze expresia functiei de intercorelatie R,,(7) dintre procesele alea-
toare la porturile de intrare/iesire ale sistemului dinamic.
Valori numerice: a =1 si Ty = 0.5.

Problema 4.6

Modulul functiei de frecventa al unui filtru trece-jos ideal este:

H(jw)| = Hy, daca w € [—27B;2nB]
JN= 0 dacd w € (—o0,—27B)U (2B, +00)

La portul de intrare al filtrului se aplica un proces aleator zgomot alb pur cu densitatea
spectrala de putere cu valoarea constanta pe tot spectrul, S.. = Sp.
Se cere sa se calculeze:
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a expresia functiei de autocorelatie R,,(7) a procesului aleator la portul de iesire al
filtrului;

b puterea medie de zgomot la portul de iesire al filtrului, aiy.

Valori numerice: Sy = 1075, Hy = 1, B = 1000.

Problema 4.7

La portul de intrare al unui filtru de tip discret cu functia de transfer-z:

b
z4+a’

H(z) =

se aplica un proces aleator de stationar tip zgomot alb discret cu densitatea spectrala
de putere S.. = 1. Se cere sa se calculeze:

(a) expresia functiei densitate spectrala de putere a procesului aleator la portul de
iesire al filtrului, Sy, (w),

2

(b) varianta procesului aleator la portul de iesire, o,,.

Valori numerice: a = 1.25, b = ‘/75
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Raspunsuri
Problema 4.1:

daca t <0
—14e 7 daci t>0°

(a) G(s) = —L=: (b) w(t) = {

Problema 4.2:

N O

(a) Yy = 3.54 (b) ¢ = —1.53 [24].
Problema 4.3:

w=374 [%}
Problema 4.4:

(a) Syy(w) - W’ (b) O-UU = 05’ (C) O-yy == _T(;.—?-l'
Problema 4.5:

B 0.(6)e”™ daca 7 € (0;00)
Ruy(7) = { 2¢” — 1.(3)e*™ daca T € (—00;0)

Problema 4.6:

1.0-10~? sin (2000
sin (200077) fort #0

(a) Ryy(1) = { i

0.02 otherwise

b) o2, = 0.02.
( vy

Problema 4.7:

(a) Syy(w) = 4(2.5c0s(5)+2.5625); (b) oy, = 1.(3).
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Rezolvari

Rezolvarea problemei 4.1

ETAPELE REZOLVARII.
(a) - Calculul functiei de transfer a sistemului dinamic
Pe baza datelor problemei se parcurg urmatorii pasi:

- se calculeaza transformata Laplace a functiei-semnal la portul de intrare, U(s) =

Llu(t)];

- se calculeaza transformata Laplace a functiei-semnal la portul de iesire, Y(s) =

Lly®)];

Functia de transfer a sistemului se obtine cu relatia:

Y(s)
U(s)

G(s) =

(b) - Calculul expresiei semnalului la portul de iesire, w(t) corespunzator
semnalului rampa, v(t).

- Se calculeaza transformata Laplace a semnalului rampa v(t): V(s) = Llv(t)].

- Se calculeaza transformata Laplace a semnalului la portul de iesire corespunzator
semnalului rampa, W (s) cu relatia:

- Cu ajutorul transformarii Laplace-inverse, se calculeaza expresia in domeniul timpu-
lui a semnalului la portul de iesire, w(t) = L7{W (s)].

CODURI - APLICATIA 4.1.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

import numpy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx

from sympy import pi
init_printing ()

Se definesc constantele, variabilele si functiile.

t=symbols ('t , real=True)#variabila timp

tau=symbols( 'tau’,positive=True)#durata pulsului — parametrul tau

s=symbols(’s’)#variabila complexe s

u=Function(’u’) (t)#functia semnal la portul de intrare (functia
puls), u

v=Function(’v’) (t)#functia semnal la portul de intrare (functia
rampa), v

y=Function(’y’) (t)#functia semnal la portul de iesire (
corespunzator functiei u), y
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w=Function('w’) (t)#functia semnal la portul de iesire (
corespunzator functiei v), w

Us=Function('Us’) (s)#transformata Laplace a functiei u
Vs=Function(’Vs’) (s)#transformata Laplace a functiei v
Ys=Function(’Ys’) (s)#transformata Laplace a functiei y
Ws=Function( 'Ws’) (s)#transformata Laplace a functiei w
Gs=Function('Gs’) (s)#functia de transfer a sistemului dinamic

Se definesc expresiile functiilor-semnal w(t) si y(t).

u=1xHeaviside (t)—1«xHeaviside (t—tau)

y=(l—exp(—t/tau))+*Heaviside (t)—(1l—exp(—(t—tau)/tau))+*Heaviside (t—
tau)

u,y

Rezultat: 6 (1) — 0 (t — 1) (1 . e—%) 0(t) — (1 - e‘tff) 0(t—7)

Calculul transformatelor Laplace ale functiilor semnal.

Us=sympy . laplace_transform (u,t,s) [0]#expresia transformatei Laplace
a functiei u

Ys=sympy . laplace_transform (y,t,s)[0]#expresia transformatei Laplace
a functiei y

Us,Ys

Rezultat: U(s) = 1 — <7 ; Y(s) = 70,

Calculul functiei de transfer a sistemului dinamic.

Gs=Ys/Us#expresia functiei de transfer a sistemului dinamic
simplify (Gs)

L1
Rezultat: Pl

Calculul transformatei Laplace W(s) a raspunsului corespunzator celui de-al doilea
semnal de intrare.

v=1/tauxtxHeaviside (t)#expresia functiei—semnal v

Vs=laplace_transform (v,t,s) [0]#expresia transformatei Laplace a
functiei —semnal v

Ws=Gsx*Vs#expresia transformatei Laplace a functiei —semnal w

Ws_aux=apart (expand (simplify (Ws)) ,s)#simplifica si descompune in
fractii simple expresia obtinuta la pasul anterior

Ws_aux

Rezultat: W(s) = 5 — Ly

Calculul expresiei in domeniul timpului w(¢) a raspunsului cu transformata Laplace
inversa.

w=inverse_laplace_transform (Ws_aux,s,t)#expresia functiei semnal w
w

Rezultat: w(t) = 29 — 0 (1) + e 70 ().

T
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Rezolvarea problemei 4.2

ETAPELE REZOLVARH.
Se va utiliza formula de calcul care urmeaza:
y(t) = Yy -sin(wt+ )
= Uy - |G(jw)| - sin [wt + arg{G(jw)}] .
Prin urmare, este necesar sa calculam modulul si argumentul functiei de frecventa a

sistemului dinamic.
Se parcurg pasii care urmeaza.

- Pe baza expresiei functiei de transfer, G(s) se determina expresia functiei de frecventa
prin inlocuirea variabilei complexe s cu variabila jw.

- Functia de frecventa se scrie sub forma algebrica, G(jw) = Re {G(jw)}+j-Im {G(jw)}
si se pun in evidenta partile reala si imaginara ale acesteia.

- Se calculeaza modulul si argumentul functiei de frecventa.

G(jw)| = \/[Re {GGW) + Im {G(jw)} ],

Im {G(ﬂu)}]

arg {G(jw)} = arctan [Re {G(jw)}

- Rezulta amplitudinea semnalului sinusoidal la portul de iesire, Y}, si defazajul dintre
semnalele la cele doua porturi, ¢ astfel:

Yy =Un - |GOw)|; ¢ = arg{G(jw)} -

CODURI - APLICATIA 4.2.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from sympy importx

from sympy.matrices import Matrix
from matplotlib import pyplot
sympy. init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor

t=symbols ('t ,real=True)#variabila timp
s=symbols(’s’)#variabila complexa s

omega=symbols ( 'omega’ ,positive=True)#variabila omega — pulsatia
semnalului sinusoidal
U=symbols(’'U’, real=True)#amplitudinea semnalului sinusoidal

Gs=sympy . Function ( 'Gs’) (s )#functia de transfer

G=sympy . Function ('G’) (omega)#functia de frecventa

u=sympy . Function ('u’) (t)#semnalul la portul de intrare

y=sympy . Function (’y’) (t)#raspunsul sinusoidal al sistemului dinamic

Expresiile functiei de transfer si functiei de frecventa
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Gs=100%(s+1)/(s**2+10xs+100)#ecxpresia functiei de transfer
G=Gs.subs (s, Ixomega)#expresia functiei de frecventa (fdf)

G

. 100iw+100
Rezultat: — 5255 "5

Expresiile partilor reala si imaginara ale functiei de frecventa.

G_re=simplify (re (G) )#partea reala a fdf
G.im=simplify (im(G) )#partea imaginara a fdf
G_re,G_im

100<9w2+100) 100w(90—w2)

Rezultat: w4_100w2+10000; 100w2+(w2_100)2 .

Modulul si argumentul functiei de frecventa.

Gmod=simplify (Abs(G) )#modulul fdf
G_arg=simplify (atan (G_.im/G_re) )#argumentul fdf

G_mod, G_arg
2
. looverE w(w?-90)
Rezultat: ==t ——0ss —atan | 5555 |-

Expresia raspunsului sinusoidal al sistemului dinamic.

u=Uxsin (omegaxt )#expresia semnalului la portul de intrare
y=UxG_modxsin (omegaxt+G_arg)#expresia raspunsului
simplify (y)

9w2 4100

2
100U vw?+1sin <wt—atan <w<w90)> )
Rezultat: .
Calcule numerice.

Vwt—100w2+10000

dU=5xsqrt (2)#amplitudinea semnalului sinusoidal la portul de
intrare

dOmegal =200#pulsatia semnalelor sinusoidale

du=u.subs(U,dU) .subs (omega,dOmegal )#expresia semnalului la portul
de intrare cu valori numerice

dy=y.subs (U,dU) . subs (omega,dOmegal )#expresia raspunsului sinusoidal
cu valori numerice

dy
Rezultat: 5/75552658 sin1(2220707t7atan (S40)) ‘
dY M=dy.args [0]*dy.args [1]|#din expresia precedenta, preia factorii

modulului
dYM=Y M. evalf ()#variabila auxiliara
format (dYM, 5.3 ")

Rezultat: Y;; = 3.54.

dY_Arg=dy.args [2].args[0].subs(t,0).evalf()#din expresia precedenta
preia factorii argumentului

format (dY-Arg, ’5.3"7)

Rezultat: ¢ = —1.53.
Reprezentare grafica.
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pl=plot (du,(t,—0.05,0.05) ,show=False ,line_color="blue’, label="u(t)
",legend=True)

p2=plot (dy,(t,—0.05,0.05) ,show=False ,line_color="green’,label="y(t)
")

pl.append(p2[0])

pl.show ()

Rezultat:

=X

— ult)
A = yit)
4
7 -

T T i T T
—0.44 —0.02 oo o2 04
t

7/
6 -

Graficele semnalelor la porturile sistemului; () - semnalul la portul de intrare si y(t)
- semnalul la portul de iesire.
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Rezolvarea problemei 4.3

ETAPELE REZOLVARII.

Se foloseste aceeasi metoda de calcul ca si la rezolvarea problemei 4.2.
Se scrie expresia amplitudinii raspunsului sinusoidal al sistemului dinamic:

Yy = Uy - |G(jw)]-
Cerinta din enuntul problemei este echivalenta cu ecuatia:
Un - |G(jw)| =1,
in care necunoscuta este pulsatia w.

CODURI - APLICATIA 4.3.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from sympy importsx

from sympy.matrices import Matrix
from matplotlib import pyplot
sympy.init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor

K_a=sympy.symbols( 'K_a’ ,positive=True)#factorul de amplificare
T_fl=sympy.symbols('T_f1’,positive=True)#constanta de timp T_fl
T _f2=sympy.symbols (' T_f2’ positive=True)#constanta de timp T _f2
s=sympy .symbols(’s’)#variabila complexa s

omega=symbols ( 'omega’ ,real=True)# pulsatia

Gs=sympy . Function ( 'Gs’) (s)#functia de transfer

G=sympy . Function ( 'G’) (omega )#functia de frecventa

Expresiile functiei de transfer si functiei de frecventa.

Gs=K_a/((T_flxs+1)x(T_f2xs+1))#expresia functiei de transfer
Gs

. Ky
Rezultat: [Trerl) (Tyaet1)

Gf=Gs.subs (s, *omega)#expresia functiei de frecventa

Gf

. Ky
Rezultat: (Tt (T 0t )

Calculul modulului functiei de frecventa.

Gf_modul=simplify (Abs(Gf))
Gf_modul

Rezultat:

Kq
\/TﬁleJrl \/Tf2w2+1 ’
Calcule cu valori numerice.
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dK_a=100#factorul de proportionalitate

dT_f1=0.2#constanta de timp

dT _f2=0.5#constanta de timp

dGf=Gf.subs(K.a,dK_a).subs(T_f1,dT_f1).subs(T_f2,dT_f2)#expresia
functiei de frecventa cu valori numerice

dGf

. 100
Rezultat: Gor o501

dGf_modul=simplify (Abs(dGf) )#expresia modulului functiei de
frecventa cu valori numerice

dGf_modul

. 100
Rezultat: NI

dOmega=sympy . solve (dY—1,omega)#Calculul valorii pulsatiei pentru
care amplitudinea semnalului de iesire este unitara

dOmega_aux=dOmega [1]. evalf ()#variabila auxiliara

format (dOmega_aux, '5.3 ")

Rezultat: w = 37.4.
Calculul de verificare.

dY1=dY. subs (omega ,dOmega[1])
dY1l.evalf ()

Rezultat: 1.0.
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Rezolvarea problemei 4.4

ETAPELE REZOLVARII.

(a) - Calculul densitatii spectrale de putere a procesului aleator la portul
de iesire

Calculul se face cu formula care urmeaza.

Syy(w) = |G(jw)* - Suu(w).

(b) - Calcul puterilor medii ale proceselor aleatoare la porturile de intrare/iesire.
Se integreaza densitatile spectrale de putere pe tot domeniul de variatie al pulsatiei:

1 | o
Uiu = % ' / Suu(w)dwa Uiy - % : / Syy(w)dw.

—00 —00

CODURI - APLICATIA 4.4.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from sympy importx
sympy . init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

T _f=sympy.symbols(’T_f’ positive=True)#constanta de timp T_f

omega=sympy . symbols ( "omega’ ,real=True)# pulsatia

G=sympy . Function ( 'G’) (omega)#functia de frecventa

G_modul=sympy . Function ( ’G_modul ") (omega )#modulul functiei de
frecventa

S_uu=sympy . Function(’S_uu’) (omega)#functia densitate spectrala de
putere a procesului aleator la portul de intrare

S_yy=sympy . Function(’S_yy ') (omega)#functia densitate spectrala de
putere a procesului aleator la portul de iesire

sigma2_uu=sympy.symbols( 'sigma2_uu’,positive=True)#varianta
procesului aleator la portul de intrare

sigma2_yy=sympy.symbols( 'sigma2_yy’,positive=True)#varianta
procesului aleator la portul de iesire

Expresiile functiilor.

S_uu=1/(1+omegaxx2)#functia densitate spectrala de putere
G=1/(14T _fxsympy. Ixomega)#functia de frecventa a sistemului dinamic
S_uu ,G

R S |
Rezultat: ; Tt

Calculul modulului functiei de frecventa.

G_modul=sympy . Abs (G)
sympy . expand (G_modul)

Rezultat: 1

R /TJ?w2+1'

Calculul densitatii spectrale de putere a procesului aleator (PA) la portul de iesire.
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S_yy=G_modul **2%S_uu
S-yy

. 1
Rezultat: —(w2+1)(Tf2w2+1) )

Calculul puterilor medii ale proceselor aleatoare la porturile de intrare respectiv iesire.

sigma2_uu=1/2/sympy. pi*sympy.integrate (S_uu,(omega,—00,00))
sigma2_uu

Rezultat: 0.5.

sigma2_yy=1/2/sympy. pi*sympy.integrate (S_yy,(omega,—00,00))
sympy . simplify (sigma2_yy)

Rezultat: %.
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Rezolvarea problemei 4.5

ETAPELE REZOLVARII.

Se calculeaza functia pondere a sistemului dinamic cu transformarea Laplace inversa:

_ 1 #
9(6) = L7G(s) = = ¢T1 - x(€).
!
Cunoscand expresiile functiei pondere, g si functiei de autocorelatie a procesului aleator
la portul de intrare, R,,, functia de intercorelatie dintre procesele aleatoare la porturile
de intrare/iesire, R, se calculeaza cu formula:

o0

Ru7) = [ 916)- Runlr + €1
—00

In integrala de mai sus, integrarea se face in raport cu variabila £ € R si variabila 7 € R

este parametru. Deoarece valorile functiei pondere sunt egale cu zero in intervalul

(—00;0) si, tinand cont de expresiei functiei R,u(7) din enuntul problemei, calculul se

face dupa cum urmeaza:

Ruf) = [ 0(©) Rl €0 = [ eTn(e) e

Calcul integralei se face pe trei intervale: (a) 7 >0¢& > 0; (b) 7 <0si ({+7) >0
respectiv, (¢) 7 <0si (£ +7) <0.

CODURI - APLICATIA 4.5.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from sympy importx
sympy.init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

a=sympy .symbols(’a’, positive=True)#parametrul a
T _f=sympy.symbols (T _f’,positive=True)#constanta de timp T_f
s=sympy .symbols(’s’,real=True)#variabila complexa s
tau=sympy.symbols( 'tau’, real=True)#variabila tau — decalaj in timp
xi=sympy.symbols(’xi’,positive=True)#variabila xi — decalaj in timp
Gs=sympy . Function ('Gs’) (s)#functia de transfer a sistemului dinamic
g=sympy . Function(’g’) (xi)#functia pondere a sistemului dinamic
R_uu=sympy . Function ('"R_uu’) (tau)#functia de autocorelatic a
procesului aleator (PA) la portul de intrare

Expresia functiei pondere a sistemului dinamic.

Gs=1/(T_fxs+1)#expresia functiei de transfer a sistemului dinamic
g=inverse_laplace_transform (Gs,s, xi)#expresia functiei pondere
g

£

Ty
Rezultat: eT .
¥

Calculul functiei de intercorelatie in intervalul 7 > 0 si (7 + &) > 0.
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g=1/T fxexp(—xi/T_f)*sympy. Heaviside (xi)#expresia functiei pondere

Rluu=sympy.exp(—ax(tautxi))#expresia functiei de autocorelatie a PA
la portul de intrare

Rluy=integrate (g«Rluu,(xi,0,00))#calculul expresiei functiei de
intercorelatie

Rluy

. e—G/T
Rezultat: Trati”

Calculul functiei de intercorelatie in intervalul 7 < 0 si (7 + &) < 0.

R2uu=sympy . exp (ax(tautxi) )#expresia functiei de autocorelatie a PA
la portul de intrare

R2uy=integrate (g+«R2uu, (xi,0,—tau))#calculul expresiei functiei de
intercorelatie

sympy . simplify (R2uy)

Rezultat:
1 e” f 1
— ora # =
—E & T Tra-1 T
Trae T ¢ Ty ra !
T
re’f :
= otherwise
¥

Calculul functiei de intercorelatie in intervalul 7 < 0 si (7 + &) > 0.

R3uu=sympy . exp(—ax(tau+xi) )#expresia functiei de autocorelatie a PA
la portul de intrare

R3uy=integrate (g«R3uu,(xi,—tau,o00))#calculul expresiei functiei de
intercorelatie

sympy . simplify (R3uy)

Rezultat: Tratl"
Expresia functiei de intercorelatie in intervalul 7 < 0 pe ambele intervale.

Ruy=R2uy+R3uy#expresia functiei de intercorelatie in intervalul (—

oo; 0)
Ruy
Rezultat:
1 e?T f 1
— ora # —
_ T J Tra—1 T T
Tjae F—e TF fa I 1 els
T; . Tra+1"
— 5= otherwise
f

Calcule numerice: a =1 si Ty = 0.5.

dA=l#valoarea numerica a parametrului a

dTf=0.5#valoarea numerica a parametrului T_f

dRluy=Rluy.subs(a,dA).subs(T_f,dTf)#valoarea numerica a functiei de
intercorelatie in intervalul tau > 0 si tau + xi > 0

dR2uy=R2uy.subs (a,dA).subs(T_f,dTf)#valoarea numerica a functiei de
intercorelatie in intervalul tau < 0 si tau + xi < 0O

dR3uy=R3uy.subs (a,dA).subs(T_f,dTf)#valoarea numerica a functiei de
intercorelatie in intervalul tau < 0 si tau +xi > 0

dR23uy=dR2uy+dR3uy

dR1uy,dR23uy
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Rezultat:
0.(6)e™" pentru 7 > 0
2.0e” — 1.(3)e*" pentru 7 < 0
Reprezentare grafica.

pl=sympy. plot (dRluy,(tau,0,5) ,show=False, xlabel="tau’, ylabel="Ruy(
tau) )

p2=sympy . plot (dR23uy, (tau,—5,0) ,show=False)

pl.append(p2[0])

pl.show ()

Rezultat:

Ruy{tau)

tau

Graficul functiei de intercorelatie R,,(7) pentru procesele aleatoare din problema 4.5.
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Rezolvarea problemei 4.6

ETAPELE REZOLVARII.

(a) - Calculul functiei de autocorelatie a procesului aleator la portul de
iesire al filtrului.
Densitatea spectrala de putere la portul de iesire al filtrului este data de relatia:

Syy(w) = |H(jw)]25uu(W).

Functia de autocorelatie a procesului aleator este transformata Fourier inversa a functiei
densitate spectrala de putere:

— 1 00 JWT
Ry, (1) = F ' [Syy(w)] = %/ Syy(w)e’ dw.
Pe baza datelor din enuntul problemei, rezulta ca trebuie calculata urmatoarea inte-

grala.
1 2B

Ry, (1) HESpe’ T dw.

(b) - Calculul puterii medii de zgomot la portul de iesire al filtrului.
Puterea medie de zgomot este egala cu valoarea functiei de autocorelatie pentru 7 = 0,
respectiv: o7, = Ry, (0).

27 —27B

CODURI - APLICATIA 4.6.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from sympy importx
sympy. init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor simbolice.

tau=sympy.symbols( 'tau’, real=True)#variabila tau — decalaj in timp

omega=sympy . symbols ( "omega’ ,real=True)#variabila pulsatie extinsa
pe axa reala

B=sympy.symbols('B’, positive=True)#largimea de banda a filtrului

H_O0=sympy.symbols( '"H.0’ ,positive=True)#valoarea modulului functiei
de frecventa a filtrului

S_ee=sympy.symbols(’S_ee’ ,positive=True)#valoarea densitatii
spectrale de putere a procesului aleator la portul de intrare

R_yy=sympy . Function ('R_yy ") (tau)#functia de autocorelatie a
procesului aleator (PA) la portul de iesire

Expresia functiei de autocorelatie la portul de iesire al filtrului.

R_yy=1/2/sympy. pixsympy.integrate (H_.0**2xS_eexexp (sympy . [*omegaxtau
) 7(0megaa7BvB) )
sympy . simplify (R_yy)

1.0HZ S sin (B
LOHy Seesin(BT) - g 7 £ )

. T
Rezultat: Ryy(w) ~ ) 1.0BH2S.. i
P g oee otherwise

Calculul puterii medii de zgomot a filtrului.
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sigma2_yy=R_yy.subs (tau,0)
sigma2_yy

1.0BH2S
Rezultat: ——029,

Calcule numerice.

dSee=sympy .Pow(10,—5)#valoarea densitatii spectrale de putere a
procesului aleator (PA) la portul de intrare

dB=2xsympy . pi*1000#valoarea largimii de banda a filtrului

dHO=1#valoarea modulului functiei de frecventa a filtrului

dRyy=R_yy.subs(S_ee ,dSee).subs(B,dB).subs(H.0,dH0)#expresia
functiei de autocorelatie a PA la portul de iesire

sympy . simplify (dRyy)

1.0-10~2 sin (2000
sin ( T) fOI‘ . 7§ 0

Rezultat: R, (w) = T .
yy( ) {0.02 otherwise

dSigma2yy=sigma2_yy .subs(S_ee,dSee).subs(B,dB).subs(H_-0,dH0)#
valoarea puterii medii de zgomot a PA la portul de iesire
dSigmalyy

Rezultat: 02,y = 0.02.
Reprezentare grafica.

pl=sympy. plot (dRyy, (tau,—0.005,0.005) ,show=False, xlabel="tau’,
ylabel="Ryy(tau)’)
pl.show ()

Rezultat:

02 004
tau

—0.005 1

Reprezentarea grafica a functiei de autocorelatie a procesului aleator la portul de iesire
al filtrului din problema 4.6.
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Rezolvarea problemei 4.7

ETAPELE REZOLVARII.

(a) Calculul densitatii spectrale de putere a procesului aleator la portul de
iesire al filtrului.
Se parcurg urmatorii pasi.

- Se calculeaza expresia functiei de frecventa pe cercul unitate si expresia modulului
la patrat al acesteia.

H(e™) = H(z)| |H(e™)|* = H(e™) - H(e™).

z=eJw

- Expresia densitatii spectrale de putere a procesului aleator la portul de iesire al
filtrului este:

Syy(w) = ‘H(ejw)

’ 2

See(w).

(b) Varianta procesului aleator la portul de iesire.

Se calculeaza cu formula:
1 i
ooy = o / Syy(w)dw.

—T

CODURI - APLICATIA 4.7.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from sympy importx
sympy . init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

a=sympy .symbols(’a’, real=True)#definitia constantei a

b=sympy.symbols(’b’,real=True)#definitia constantei b

z=sympy .symbols ( 'z )#definitia variabilei complexe z

omega=sympy .symbols ( "omega’, real=True)#definitia variabilei omega
— pulsatia

Hz=sympy . Function ( '"Hz") (z)#defintia functiei de transfer—z

Hf=sympy . Function ( "Hf ") (omega )#definitia functiei de frecventa pe
cercul unitate in planul z

S_uu=sympy . Function(’S_uu’) (omega)#definitia functiei densitate
spectrala de putere a PA la portul de intrare

S_yy=sympy . Function(’S_yy’) (omega)#definitia functiei densitate
spectrala de putere a PA la portul de iesire

Expresia functiei de transfer-z

Hz=b /(z+a)#functia de transfer—z
Hz

Rezultat: a_—ll)-z
Expresia functiei de frecventa pe cercul unitate din planul-z.
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Hf=Hz. subs (z,sympy.exp (sympy. Ixomega) )#functia de frecventa

Hf2_modul=Hz. subs (z,sympy.exp(—sympy . Ixomega) )*Hz.subs (z,sympy.exp (
sympy . Ixomega) )#modulul functiei de frecventa

Hf2_modull=sympy.simplify (Hf2_modul.rewrite (sin))#expresia
modulului cu formula lui Euler

Hf, Hf2_modul , Hf2_modull

Rezultat: |H(6]w)|2 = WES(UJHT
OBSERVATIE.
Functia | H (e*)|* contine un termen in cos(w).
Pentru calculul integralei care apare in expresia variantei o
t = tan (%).
Rezulta: w = 2atan(t), dw = %dt.
Noile limite de integrare vor fi ¢ — —o0 si respectiv ¢t — oo.

2

y(w), se face substitutia

w

Definitia si expresia variabilei ¢ = tan %

t=sympy.symbols ('t ,real=True)#defintia variabilei t
dOmega=2+sympy . atan (t)#relatia dintre cele doua variabile
dDiffOmega=diff (dOmega)#diferentiala variabilei omega
dOmega, dDiffOmega

C = _ 2
Rezultat: w = 2atan (t), dw = 575 dt.

Calculul functiei densitate spectrala de putere a procesului aleator la portul de iesire.

Hf2_modul2=sympy . simplify (Hf2_modull.subs(cos(omega),(1—t=*x2)/(1+t

x%2)))
Hf2_modul2

b2(t2+1)

Rezultat: —2a(t2—1)+(a2+1)(t2+1) .

Calcule cu valori numerice.

dA=1.25#valoarea constantei a

dB=sympy.sqrt (3) /2#valoarea constantei b

dHf2 modull=Hf2 _modull .subs(a,dA) .subs(b,dB)#Hf modull cu valori
numerice

dHf2 _modul2=Hf2_modul2.subs(a,dA).subs(b,dB)#Hf modul2 cu valori
numerice

S_uu=l#densitatea spectrala de putere a PA la portul de intrare

S_yy=dHf2 _modull*S_uu#densitatea spectrala de putere a PA la portul
de iesire

PrimInt=1/2/sympy. pi*sympy. integrate (dHf2 modul2xS_uuxdDiffOmega , t)
#primitiva integralei definite

sigma2_yy=limit (PrimInt ,t,00)—limit (PrimInt ,t,—o0)#integrala
definita — varianta

S_yy, sigma2_yy

Rezultat: S,,(w) = 4(2.5605(5)”.5625); or, = 1.(3).
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Enunturi

Problema 5.1

Intr-un experiment de identificare a fost determinata experimental constanta unui re-
sort elastic. Experimentul a constat in observarea valorilor elongatiei (alungirii) re-
sortului, y, suspendat vertical si supus actiunii fortei de greutate, u a unor greutati
etalonate amplasate pe un taler montat in partea de jos a acestuia.

Linia de masurare a elongatiei era perturbata de zgomot cu media diferita de zero si,
drept urmare, datele prelevate din experiment au rezultat cu perturbatii.

Pentru a obtine cea mai buna aproximare a constantei resortului, analiza datelor pre-
levate s-a bazat pe urmatorul model:

y(u) =a-u+b,

in care: a este valoarea adevarata a constantei resortului si b este abaterea de masurare

(bias) a traductorului.
Datele prelevate in cadrul experimentului sunt prezentate sub forma numerica in
tabelele 5.1 si 5.2 precum si sub forma grafica in figura 5.1.

Tabela 5.1: Valorile greutatii - aU.

0.000 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000 3.500 4.000 4.500 5.000 5.500 6.000
6.500 7.000 7.500 8.000 8.500 9.000 9.500

Tabela 5.2: Valorile elongatiei - aY.

0.022 0.120 0.223 0.263 0.301 0.544 0.596 0.670 0.723 0.912 0.963 1.129 1.274
1.419 1.468 1.537 1.583 1.726 1.863 1.963

Folosind datele experimentale prelevate, se cere sa se estimeze cea mai buna apro-
ximare liniara a constantei de elasticitate a resortului, a precum si cea mai buna apro-
ximare a bias-ului traductorului, b.
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200
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150 1

125 1

100 1
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050 4

025 e

000

0 2 4 B B
Greutatea [kg]

Figura 5.1: Reprezentarea grafica a datelor prelevate in experimentul din problema
5.1.

Problema 5.2

Fiind dat un sistem dinamic de tip proportional cu intarziere de ordinul unu, P7'1.

(a) Sa se demonstreze ca raspunsul liber cu conditie initiala diferita de zero, y(0) =
Yy al sistemului dinamic se reprezinta printr-o expresie asemanatoare cu functia
pondere a acestuia; ce parametru poate fi estimat cu ajutorul raspunsului liber al
acestei clase de procese.

(b) Fiind date doua valori y(t;) si y(t2) pe curba raspunsului liber intre care exista
relatia % = e. Sa se arate ca diferenta valorilor momentelor pe axa timpului,

to — t; este numeric egald cu constanta de timp T a procesului.

(c) Sa se arate ca tangenta la graficul curbei raspunsului liber in punctul de adscisa
04 intersecteaza axa orizontala in punctul de abscisa T%.

Problema 5.3

Un inginer si-a propus sa studieze procesul curgerii apei printr-o instalatie industriala
formata dintr-un rezervor cu suprafata libera si un sistem de evacuare - electrovalva
si circuit de golire - amplasat la partea inferioara a rezervorului. In acest scop, ingi-
nerul a observat variatia inaltimii coloanei de apa din rezervor pe durata golirii fara
realimentare a rezervorului. Datele experimentale sunt prezentate in format numeric
in tabelele (5.3), (5.4) si in format grafic in figura (5.2).

Tabela 5.3: Valorile variabilei timp - aTimp [min].

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0 8.5 9.0 9.5 10.0
10.511.0 11.5 12.0 12.5 13.0 13.5 14.0 14.5 15.0 15.5 16.0 16.5 17.0 17.5 18.0 18.5
19.0 19.5 20.0 20.5 21.0 21.5 22.0 22.5 23.0 23.5 24.0 24.5
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40 1

35 1

3.0 1

251

210 1

15 1
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Inaltimea coloanei de apa [m]

05 -

0.0 1

0 5 10 15 20 5
Timpul [min]

Figura 5.2: Variatia inaltimii coloanei de apa din rezervor in functie de timp determi-
nata in experimentul din problema 5.3.

Tabela 5.4: Valorile inaltimii coloanei de apa - aY [m].

4039353332292527242419191816161.5161.21.21.1091.0
1.01.00.70.80.6 0.70.80.70.40.50.50.30.50.304040.20.2040.2040.2
0.20.10.30.30.20.1

Bazat pe aceste rezultate, inginerul a formulat ipoteza ca procesul analizat poate fi
aproximat sub forma unui proces de tip proportional cu intarziere de ordinu unu P7T}
Pentru a elimina efectele erorilor de masurare, inginerul a decis sa aproximeze curba
valorilor determinate experimental cu o parabola de ecuatie:

gty=a-t*+b-t+e
Se cer urmatoarele.
(a) Sa se estimeze valorile parametrilor curbei de aproximare, a, b si C.

(b) Cu ajutorul rezultatelor obtinute la problema precedentd, sa se estimeze valoarea
constantei de timp a procesului studiat.

Problema 5.4

(a) Sa se arate ca functia pondere a unui sistem dinamic cu intarziere de ordinul unu,
PT1 avand factorul de proportionalitate K, si constanta de timp 7’ verifica relatia:

gt +7)=g(t)- €T Vi €Ry; VT ER,,

in care t reprezinta timpul si 7 reprezinta deplasarea in domeniul timpului.

(b) Fiind data o valoare a deplasarii 7, care este semnificatia factorului a = e in
planul (g(¢)Og(t +7))?
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(c) Sase arate ca si raspunsul liber cu conditie initiala nenula al sistemelor PT'1 verifica
o relatie asemanatoare.

Problema 5.5

Pentru acordarea regulatoarelor sistemului de reglare automata al unei turbine eoliene
trebuie cunoscuta valoarea constantei de timp a rotorului acesteia.

Estimarea constantei de timp se face cu metoda autofranarii si ipoteza de procesul
franarii libere este un proces de tip P7T'1.

Metoda autofranarii consta in observarea variatiei vitezei unghiulare a rotorului in
functie de timp, pe durata franarii libere a acestuia de la viteza unghiulara nominala
la zero sub actiunea fortelor de frecare mecanice si aerodinamice.

Daca datele prelevate sunt puternic perturbate de zgomot aditiv atunci analiza datelor
experimentale se face cu metoda care urmeaza:

- se alege o valoare a deplasarii in timp 7 si se reprezinta grafic dependenta y(t + 7) =

fly@];

- cu ajutorul metodei celor mai mici patrate se estimeaza parametrii dreptei de regresie,
a si b in planul (y(t)Oy(t + 7));

-7

- se estimeaza constanta de tip din relatia a = e”s .

Se cere sa se estimeze valoarea numerica a constantei de timp a rotorului turbinei eoliene
Ty bazat pe datele experimentale prezentate grafic in figura () si numeric tabelele (5.5)
si (5.6) .

1600

1400 A

1200 A

1000 A

800 4

GO0 4
400 A

Witeza unghiulara [1/min]

200

0 200 400 B00 800 1000
Timpul [5]

Figura 5.3: Dependenta vitezei unghiulare in functie de timp la franarea libera a
rotorului turbinei eoliene din problema 5.5.

Problema 5.6
Un sistem dinamic de tip P72 supra-amortizat are functia de transfer:

K, _
(Tris+1) - (Tras + 1)

G(S) = ,Tfl,sz eR,.
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Se cer urmatoarele:

(a) sa se determine expresia functiei pondere, g(t);
_T _T
(b) fiind data o deplasare in timp 7, se noteaza cu a; = e’/ si ay = e”#2; sa se arate
ca functia pondere a sistemului dinamic verifica relatia:

gt +27)— (a1 +az)-g(t+7)+ay-az-g(t) =0.

Problema 5.7

Masurarea modulului de elasticitate al pielii umane se realizeaza cu un dispozitiv com-
pus dintr-un electromagnet cu plujer care actioneaza poansonul aflat in contact cu
pielea. Dispozitivul este prevazut cu o linie de masurare cu care se observa deplasarea
poansonului pe durata testarii si un modul de calcul cu care se estimeaza modulul de
elasticitate.

Modelul procesului dinamic care are loc pe durata testarii poate fi aproximat printr-un
proces cu intarziere de ordinul doi supra-amortizat reprezentat prin functia de transfer
din problema precedenta.

In continuare, a fost efectuat un test de misurare a constantei de elasticitate a pielii
rezultand datele prezentate grafic in figura (5.4) si numeric in tabelele (5.7).

000040 4

0.00035 4

000030 4

000025

000020 4

(.00015
000010 4

Deplasarea plunjerului [m]

000005 4

000000 4

0.00 0.05 0.10 015 020 025 030
Timpul [5]

Figura 5.4: Dependenta deplasarii plunjerului in functie de timp in experimentul din
problema 5.7.
Analiza datelor experimentale se face astfel:

- se foloseste rezultatul din problema precedenta;

- se alege o deplasare in domeniul timpului 7, se calculeaza noile variabile ( = g(t+27),
v=g(t+7)si &= g(t);

- folosind noile variabile, expresia:
¢ — (a1 +ag) - y+aay-§=0,

reprezinta ecuatia unui plan in spatiul tridimensional ({§).

91



METODE NEPARAMETRICE

- cu metoda celor mai mici patrate, se estimeaza parametrii planului de regresie care
aproximeaza datele prelevate.

- pe baza rezultatelor de la punctul precedent, se estimeaza valorile constantelor de
timp ale sistemului dinamic.

Se cere sa se estimeze valorile numerice ale constantelor de timp ale modelului dinamic
al dispozitivului pentru masurarea modulului de elasticitate al pielii umane, T%; si Ts.

Problema 5.8

La portul de intrare al unui filtru se aplica un proces aleator zgomot alb pur cu den-
sitatea spectrala de putere constanta S.. = 3. Functia de autocorelatie a procesului
aleator la portul de iesire al filtrului este poate fi aproximata prin expresia:

Ry, (1) = 2.4 - e Y cos(27).

Se cere sa se deduca expresia functiei de transfer a filtrului.

025
0.00 1

o004 -003 002 =001 000 001 0.02 0.03 04
tau [ms]

Figura 5.5: Esantioanele functiei de autocorelatie prelevate in experimentul din pro-
blema 5.9.

Problema 5.9

Intr-un experiment de identificare a fost estimat modelul de zgomot al unei linii de
mésurare. In acest acest scop, la portul de intrare al liniei a fost aplicat un proces
aleator zgomot alb cu distributie normala (gaussiana), media statistica zero si varianta
unitara. A fost observat procesul aleator la portul de iesire.

Pe baza datelor prelevate a fost estimata functia de autocorelatie a procesului aleator.
Secventa de esantioane este prezentata sub forma grafica in figura (5.5) si numerica in

tabelele (5.8) si (5.9).
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Pentru analiza datelor, experimentatorul a formulat ipoteza ca procesul aleator este de
tip zgomot colorat cu functia de autocorelatie reprezentat prin expresia generala:

— 2 —pl7]
Ry, (1) =0 e M.
Se cer urmatoarele.

(a) Pe baza datelor prelevate si a modelului adoptat, sa se estimeze valorile parame-
trilor functiei de autocorelatie a procesului.

(b) Sa se calculeze expresia estimata a functiei densitate spectrala de putere Sy, (w).

(c¢) Cuipoteza suplimentara ca modelul dinamic al liniei de masurare este modelul unui
sistem P} sd se estimeze valorile factorului de proportionalitate @ si constantei de
timp b.
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Tabela 5.5: Valorile esantioanelor de timp [s] din problema 5.5.

0481216 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 88 92 96 100 104
108 112 116 120 124 128 132 136 140 144 148 152 156 160 164 168 172 176 180
184 188 192 196 200 204 208 212 216 220 224 228 232 236 240 244 248 252 256
260 264 268 272 276 280 284 288 292 296 300 304 308 312 316 320 324 328 332
336 340 344 348 352 356 360 364 368 372 376 380 384 388 392 396 400 404 408
412 416 420 424 428 432 436 440 444 448 452 456 460 464 468 472 476 480 484
488 492 496 500 504 508 512 516 520 524 528 532 536 540 544 548 552 556 560
564 568 572 576 580 584 588 592 596 600 604 608 612 616 620 624 628 632 636
640 644 648 652 656 660 664 668 672 676 680 684 688 692 696 700 704 708 712
716 720 724 728 732 736 740 744 T48 752 756 760 764 768 772 776 780 784 788
792 796 800 804 808 812 816 820 824 828 832 836 840 844 848 852 856 860 864
868 872 876 880 884 888 892 896 900 904 908 912 916 920 924 928 932 936 940
944 948 952 956 960 964 968 972 976 980 984 988 992 996

Tabela 5.6: Valorile esantioanelor vitezei unghiulare [-1-] din problema 5.5.

man

1630.7 1537.0 1542.0 1530.4 1484.9 1475.6 1489.6 1428.7 1404.6 1417.4 1346.4
1333.5 1287.3 1272.2 1285.5 1225.8 1210.9 12429 1165.5 1196.9 1168.3 1127.6
1108.2 1144.9 1078.8 1068.2 1073.5 1047.0 1050.9 994.3 977.9 934.3 995.8 908.5
965.0 921.3 875.9 893.3 892.6 859.8 852.9 824.2 850.6 802.0 799.6 757.6 782.6
773.9 761.8 759.2 709.7 718.5 676.4 658.5 637.3 658.8 650.9 644.2 644.2 608.0
594.9 609.4 594.8 603.4 554.3 531.8 540.4 526.3 551.1 563.9 553.4 491.5 534.5
499.8 466.5 496.0 466.2 432.7 490.4 422.5 425.4 471.9 468.2 445.2 426.8 386.0
377.4 367.2 417.5 387.2 391.5 357.8 370.9 344.7 335.7 342.1 307.6 354.9 312.2
340.0 311.9 346.3 323.5 315.1 341.9 263.0 270.0 279.7 304.8 283.0 306.2 241.9
264.4 289.2 230.9 247.5 274.9 241.1 240.3 273.9 203.9 220.7 257.2 184.4 230.8
233.2 180.9 221.9 239.1 230.5 162.7 224.8 156.8 201.1 226.6 171.3 196.5 150.0
166.0 182.0 170.7 158.5 186.0 155.3 123.7 131.7 172.8 173.1 166.0 156.1 141.9
106.1 147.2 121.1 123.3 151.3 105.5 118.7 119.6 142.0 157.3 107.2 97.9 79.6 104.9
118.2 98.3 146.4 75.5 98.9 106.4 75.3 128.7 101.5 131.2 96.6 113.6 81.0 83.4 81.0
73.7 61.2 102.3 59.8 114.7 68.6 115.6 62.3 45.5 110.1 75.1 66.0 44.4 61.9 52.0 45.0
100.2 95.1 43.0 54.3 34.9 90.0 66.7 81.9 46.3 20.8 49.8 68.2 80.7 55.1 82.7 24.9
68.2 30.7 45.5 57.2 61.9 35.1 26.0 10.7 56.7 15.7 59.9 50.0 52.5 50.0 30.7 67.3 30.8
59.3 14.1 41.9 62.7 45.2 37.3 47.6 25.0 62.8 57.5 20.7 13.3 8.5 60.9 -2.0 57.6 61.7
58.9 22.219.9 -5.5
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Tabela 5.7: Valorile esantioanelor de timp [s] in experimentul din problema 5.7.

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020 0.022 0.024
0.026 0.028 0.030 0.032 0.034 0.036 0.038 0.040 0.042 0.044 0.046 0.048 0.050
0.052 0.054 0.056 0.058 0.060 0.062 0.064 0.066 0.068 0.070 0.072 0.074 0.076
0.078 0.080 0.082 0.084 0.086 0.088 0.090 0.092 0.094 0.096 0.098 0.100 0.102
0.104 0.106 0.108 0.110 0.112 0.114 0.116 0.118 0.120 0.122 0.124 0.126 0.128
0.130 0.132 0.134 0.136 0.138 0.140 0.142 0.144 0.146 0.148 0.150 0.152 0.154
0.156 0.158 0.160 0.162 0.164 0.166 0.168 0.170 0.172 0.174 0.176 0.178 0.180
0.182 0.184 0.186 0.188 0.190 0.192 0.194 0.196 0.198 0.200 0.202 0.204 0.206
0.208 0.210 0.212 0.214 0.216 0.218 0.220 0.222 0.224 0.226 0.228 0.230 0.232
0.234 0.236 0.238 0.240 0.242 0.244 0.246 0.248 0.250 0.252 0.254 0.256 0.258
0.260 0.262 0.264 0.266 0.268 0.270 0.272 0.274 0.276 0.278 0.280 0.282 0.284
0.286 0.288 0.290 0.292 0.294 0.296 0.298

Valorile esantioanelor deplasarii plunjerului in experimentul din problema 5.7.

0.0000007 0.0003401 0.0003991 0.0003906 0.0003884 0.0003568 0.0003686
0.0003530 0.0003516 0.0003497 0.0003430 0.0003424 0.0003367 0.0003316
0.0003120 0.0002921 0.0003111 0.0002934 0.0002676 0.0002780 0.0002635
0.0002530 0.0002663 0.0002706 0.0002525 0.0002455 0.0002458 0.0002267
0.0002248 0.0002395 0.0002263 0.0002015 0.0002129 0.0002205 0.0001821
0.0001925 0.0001967 0.0001816 0.0001893 0.0001768 0.0001873 0.0001670
0.0001716 0.0001613 0.0001743 0.0001471 0.0001674 0.0001660 0.0001456
0.0001439 0.0001711 0.0001418 0.0001480 0.0001434 0.0001024 0.0001540
0.0001318 0.0001235 0.0001258 0.0001237 0.0001121 0.0001063 0.0001137
0.0001243 0.0001045 0.0001160 0.0000957 0.0001084 0.0000997 0.0000851
0.0000805 0.0000825 0.0000996 0.0000795 0.0000779 0.0000956 0.0000799
0.0000943 0.0000702 0.0000625 0.0000643 0.0000753 0.0000627 0.0000776
0.0000668 0.0000741 0.0000637 0.0000504 0.0000445 0.0000495 0.0000843
0.0000619 0.0000569 0.0000613 0.0000610 0.0000731 0.0000500 0.0000604
0.0000394 0.0000412 0.0000306 0.0000474 0.0000309 0.0000393 0.0000414
0.0000370 0.0000454 0.0000360 0.0000346 0.0000375 0.0000395 0.0000458
0.0000333 0.0000174 0.0000256 0.0000362 0.0000148 0.0000451 0.0000162
0.0000326 0.0000372 0.0000242 0.0000140 0.0000253 0.0000215 0.0000101
0.0000212 0.0000148 0.0000278 0.0000091 0.0000163 0.0000437 0.0000360 -
0.0000061 0.0000211 0.0000496 0.0000128 0.0000036 0.0000151 0.0000135
0.0000153 0.0000188 0.0000206 0.0000113 0.0000181 0.0000033 0.0000009
0.0000109 0.0000034 0.0000145
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Tabela 5.8: Valorile esantioanelor deplasarii in domeniul timpului [ms] in experimentul
din problema 5.9.

-0.0370 -0.0365 -0.0360 -0.0355 -0.0350 -0.0345 -0.0340 -0.0335 -0.0330 -0.0325
-0.0320 -0.0315 -0.0310 -0.0305 -0.0300 -0.0295 -0.0290 -0.0285 -0.0280 -0.0275
-0.0270 -0.0265 -0.0260 -0.0255 -0.0250 -0.0245 -0.0240 -0.0235 -0.0230 -0.0225
-0.0220 -0.0215 -0.0210 -0.0205 -0.0200 -0.0195 -0.0190 -0.0185 -0.0180 -0.0175
-0.0170 -0.0165 -0.0160 -0.0155 -0.0150 -0.0145 -0.0140 -0.0135 -0.0130 -0.0125
-0.0120 -0.0115 -0.0110 -0.0105 -0.0100 -0.0095 -0.0090 -0.0085 -0.0080 -0.0075
-0.0070 -0.0065 -0.0060 -0.0055 -0.0050 -0.0045 -0.0040 -0.0035 -0.0030 -0.0025
-0.0020 -0.0015 -0.0010 -0.0005 0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030
0.0035 0.0040 0.0045 0.0050 0.0055 0.0060 0.0065 0.0070 0.0075 0.0080 0.0085
0.0090 0.0095 0.0100 0.0105 0.0110 0.0115 0.0120 0.0125 0.0130 0.0135 0.0140
0.0145 0.0150 0.0155 0.0160 0.0165 0.0170 0.0175 0.0180 0.0185 0.0190 0.0195
0.0200 0.0205 0.0210 0.0215 0.0220 0.0225 0.0230 0.0235 0.0240 0.0245 0.0250
0.0255 0.0260 0.0265 0.0270 0.0275 0.0280 0.0285 0.0290 0.0295 0.0300 0.0305
0.0310 0.0315 0.0320 0.0325 0.0330 0.0335 0.0340 0.0345 0.0350 0.0355 0.0360
0.0365 0.0370 0.0375

Tabela 5.9: Valorile esantioanelor functiei de autocorelatie in experimentul din pro-
blema 5.9.

0.0018 -0.0152 -0.0042 0.0444 -0.0553 0.0401 -0.0278 -0.0437 -0.0068 -0.0488
0.0645 -0.0007 -0.0254 -0.0730 0.0639 0.0298 0.0435 -0.0384 -0.0283 0.0279 -0.0464
-0.0105-0.0143 0.0046 0.0401 0.1097 -0.0471 0.1470 0.0494 -0.0641 0.0315 -0.0050
0.0643 -0.0264 -0.0771 0.1063 0.0181 0.0162 0.0566 0.0572 0.0298 0.0764 0.1396
0.1684 0.0891 -0.0032 0.1761 0.1774 0.1244 0.1529 0.2326 0.1857 0.1735 0.3597
0.1907 0.3118 0.3432 0.3685 0.4127 0.3553 0.5177 0.6095 0.5423 0.6945 0.7063
0.7930 0.8795 0.9402 1.1405 1.1880 1.2895 1.4992 1.6733 1.7754 1.9422 1.9129
1.6851 1.3775 1.2163 1.1530 1.1078 0.9806 0.9105 0.7967 0.7165 0.7018 0.6419
0.4753 0.4535 0.5398 0.3962 0.3975 0.3717 0.4068 0.2400 0.2444 0.2112 0.2106
0.1524 0.2216 0.1548 0.1898 0.1201 0.1260 0.1567 0.1133 -0.0326 0.1718 0.0791
0.1628 -0.0307 0.0521 0.0455 0.0065 0.0738 0.0649 0.1366 0.0063 0.0229 0.0008
-0.0509 0.0222 0.0589 0.0967 -0.0638 0.0265 -0.0565 0.0162 0.0968 0.0533 -0.0533
-0.0187 0.0275 -0.0643 0.0265 -0.0296 0.0397 0.0422 -0.0452 -0.0371 0.0494 -0.0054
0.0927 0.0081 0.0033 -0.0485 0.0502 0.0513 0.0252 -0.0004
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Raspunsuri
Problema 5.1:

a =0.208; b = —0.022
Problema 5.2:

ot
(a) yi(t) = Yoe ™5 - x (t), parametrul care poate fi estimat este constanta de timp,
Tf;

Problema 5.3:

(a) @ = 0.009; b = —0.349; ¢ = 3.702; (b) Ty = 8.136 [min].
Problema 5.4:

(b) parametrul a reprezinta panta dreptei de regresie; (c¢) y(t) = Yp - e .
Problema 5.5:

Ty = 250.286 [4].

Problema 5.6:

t

1
_ Kae 2| Kae 1
(@) 9(t) = T=7; + Ti=rn

Problema 5.7:
Ty = 0.006, Tyy = 0.041.
Problema 5.8:
o\ 253(jw)+11.3
H(jw) = Gopistorian:

Problema 5.9:

(a) 0% = 1.85, = 199.72; (b) Sy (f) = —-298 - (c) @ = 0.14, b = 0.005.

= 0.000172f241.0°
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Rezolvari

Rezolvarea problemei 5.1

ETAPELE REZOLVARII.
Coeficientii dreptei de aproximare a si b se calculeaza cu metoda celor mai mici patrate.
Se rezolva urmatorul sistem de ecuatii:

N N N
a THO> wy = D ug - Yk,
=1 =1 =1
N R N
k=1 =1

in care N este numarul de esantioane ale secventelor.

. N N N
In continuare, pentru simplificare se noteaza S1= > u?, S2 = > wu, S3= > us - yi
k=1 k=1 k=1

N
siS4=> yk.
k=1

CODURI - APLICATIA 5.1.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx
sympy.init_printing ()

Se preiau datele prelevate.

aU=numpy . loadtxt ( 'aU. txt ")#preia datele din fisier
aYN=numpy . loadtxt ( 'aYN. txt ' )#preia datele din fisier
alU,aYN

Se reprezinta graficul datelor prelevate.

fig ,ax=pyplot.subplots (nrows=1, ncols=1)
ax.plot (aU,aYN)

ax.scatter (aU,aYN)

ax.set_xlabel (’Greutatea.|kg] ")
ax.set_ylabel (’Elongatia.|[cm] ")

ax.grid (True)

Rezultat: Graficul este reprezentat in figura(5.1).

Se calculeaza sumele S1, 52, S3 si S4.

Sl=numpy .sum (aUxaU)#calculul sumei S1
S2=numpy .sum (aU)#calculul sumei S2
S3=numpy .sum (aU*xaYN)#calculul sumei S3
S4=numpy .sum (aYN)#calculul sumei S4
N=numpy . size (aU)#numarul de esantioane
S1,S2,S3,54,N

Py

98




METODE NEPARAMETRICE

Rezultat: 617.5,95.0,126.2145,19.299, 20

Se rezolva sistemul de ecuatii.

a_est=sympy.symbols(’a_est’, real=True)#definitia variabilei a_est

b_est=sympy.symbols(’'b _est’, real=True)#definitia variabilei b _est

expr=sympy. linsolve ([Sl*a_est+S2xb_est —S3,S2xa_est+b_est «xN-S4] ,(
a_est ,b_est))#rezolvarea sistemului de ecuatii liniare

expr

a_est=list (expr) [0][0]#preia valoarea variabilei din structura de
date

b_est=list (expr) [0][1]#preia valoarea variabilei din structura de
date

a_est ,b_est

format (a_est ,’5.3f7) ,format (b_est ,’5.3f " )#afisare rezultate

Rezultat: a = 0.208, b = —0.022.

Se reprezinta grafic datele prelevate si aproximarea liniara a acestora.

aYest=a_estxaU+b_est

fig ,ax=pyplot.subplots (nrows=1, ncols=1)

ax.scatter (aU,aYN, label="Valori_masurate ’)

ax.plot (aU,aYest, color="orange’,label="Valori_estimate )
ax.set_xlabel (’Greutatea_|kg] ")

ax.set_ylabel ("Elongatia_[cm] )

ax.grid (True)

ax.legend ()

Rezultat:

200 1 Valori estimate e

175 4 @& Valori masurate

150 - e
125 A .

100 4 &

0.75 A qp

Elongatia [cm]
L]

0.50 - .

0.25 e

o.o0 1+
T T T T

0 2 4 B B
Greutatea [kg)

Figura 5.6: Reprezentarea grafica a datelor prelevate si aproximarea liniara a acestora.
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Rezolvarea problemei 5.2

ETAPELE REZOLVARII.

(a) Calculul expresiei raspunsului liber cu conditie initiala diferita de zero.
Ecuatia diferentiala care descrie procesul este:

7, %0 |y =0,

dt
y(0) = Yo.

Se aplica transformarea Laplace si teorema derivarii in domeniul timpului si se obtine
urmatoarea ecuatie liniara in domeniul complex:

Tr-[s-Y(s)—y(0)] +Y(s)=0.

Solutia ecuatiei de mai sus este transformata Laplace a raspunsului liber, Y (s).
Pentru a obtine expresia in domeniul timpului, se aplica transformarea Laplace inversa:

y(t) = L7V (s)].

(b) Calculul diferentei momentelor pe axa timpului.
Expresia raspunsului liber calculata la punctul precedent fiind:

y(t) =Yy e,

valoarea argumentului t; care corespunde valorii y; = y(¢;) a functiei este solutia
ecuatiei:
-t Yi
Yo-e't =y = t; =Tylog (—0)
Y1
1

Se procedeaza analog si pentru y, = y; = y(t2) si se calculeaza diferenta Ay =ty — 1.

(c) Abscisa punctului de intersectie a tangentei la grafic cu axa orizontala.

Ecuatia dreptei tangente la graficul functiei y(¢) in punctul de cordonate (0; TX]’;) este:

Yot
Ty

(d):y=9'(01)-t+y(0) =— + Yo,

rezulta ca valoarea cautata a abscisei punctului ¢4 este solutia ecuatiei:

Yo -ta
Ty

+Y,=0.

CODURI - APLICATIA 5.2.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

from sympy imports*

from matplotlib import pyplot
sympy. init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.
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fit)

pLrLY)

20 1

-10.0 —]"I.E -5.0 -2.5 00 25 5.0 15 10.0
t

Figura 5.7: Graficul raspunsului liber cu conditie initiala nenula al unui sistem P7'1.
Constanta de timp este Ty = 1.

s=symbols(’s’)#definitia variabilei complexe s

t=symbols(’t’, real=True)#defintia variabilei timp

y=Function(’y’) (t)#defintia raspunsului liber al sistemului dinamic

Y=Function ('Y’ )#defintia transformatei Laplace a functiei y

Y _O=sympy.symbols (’Y_0’ ,real=True)#definitia constantei Y_0,
valoarea functiei y inainte de momentul initial

Rezolvarea ecuatiei liniare care descrie procesul in domeniul complex.

Ys=sympy . Function(’'Ys’) (s)#transformata Laplace a raspunsului liber

eq=sympy.solve (T_fx(sxYs—Y_0)+Ys,Ys) [0]#calculeaza solutia ecuatiei
in domeniul complex

eq

Rezultat: Y (s) = Tj;fsf’l

y=sympy.inverse_laplace_transform (eq,s,t)#calculeaza solutia
ecuatiei in domeniul timnpului

y

t

Rezultat: y(t) = Yoe 770 (t).

Exemplu si reprezentare grafica.

dY0=100

dT_f=1

dY=y.subs(T_f,dT_f).subs(Y_-0,dY0)+dYO+sympy. Heaviside(—t)
sympy . plot (dY, xlim=(—-10,10)

Rezultat: in figura (5.7).

Calculul constantei de timp a procesului dinamic.
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yl=sympy.symbols( 'yl ’,positive=True)#definitia variabilei yl —
valoarea functiei y la momentul tl

tl=sympy.solve (y—yl,t)[0]#calculul valorii t1 daca se cunoaste
valoarea corespunzatoare a functiei yl

t1

Rezultat: t; = T log (%),

y2=yl/exp(1l)#valoarea functiei y care verifica relatia y2/yl=e

t2=sympy . solve (y—y2,t) [0]#calculul valorii t2 daca se cunoaste
valoarea corespunzatoare a functiei y2

t2

Rezultat: t; = T} log (%)7

delta_t=t2—tl#calculul expresiei diferentei dintre t2 si tl
delta_t

Rezultat: —T}log (%) + Ty log (eYO)‘

WA

sympy . simplify (delta_t )#simplifica expresia de mai sus si afiseaza
rezultatul

Rezultat: T}.

Ecuatia tangentei la graficul functiei y(¢) in punctul de abscisa t = 0.

y-plus=y.args[0]xy.args[2]#functia y se redefineste in intervalul
(0;400)

y_tg=(sympy. diff (y_plus,t)).subs(t,0)*t+y_plus.subs(t,0)#ecuatia
tangentei la graficul functiei y in origine

y-tg

Rezultat: Y, — %t,

sympy . solve (y_-tg ,t) [0]#calculeaza abscisa punctului de intersectie
a tangentei cu axa orizontala si afiseaza rezultatul

Rezultat: T}.
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Rezolvarea problemei 5.3
ETAPELE REZOLVARIIL.
(a) Calculul valorilor coeficientilor curbei de aproximare.

Coeficientii curbei de aproximare de ordinul doi, @, b si ¢ se calculeaza cu metoda celor
mai mici patrate si cu urmatorul sistem de ecuatii:

( N . N N N
ay b Gt = 3 Gy
kﬁl k;l k;l k;l
A B+ B e = Yty
k’;l k;l k=1 k;l
AN B+ te+¢- N = Sy
\ k=1 k=1 k=1

X N N
In continuare, pentru simplificare se vor utiliza notatiile: S1 = > ¢}, S2 = > 3,
k=1 k=1

N N N N N
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

(b) Calculul constantei de timp a procesului.
Se procedeaza asemanator cu problema 5.2 punctul b:

- pe baza rezultatelor de la punctul (a), se construieste parabola care aproximeaza
datele prelevate;

valoarea y; se alege la 80% din valoarea maxima estimata;

din ecuatia parabolei de aproximare si cu valoarea y; se calculeaza valoarea momen-
tului ¢4;

se procedeaza analog in cazul valorilor yp = £ si ty;

se calculeaza constanta de timp cu relatia T = 5 — ¢;.

CODURI - APLICATIA 5.3.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx
sympy.init_printing ()

Preluarea datelor prelevate din fisierele sursa.

aU=numpy . loadtxt ( "Prob53_aU.txt " )#preia datele din fisier
aYN=numpy . loadtxt ( "Prob53_aYN.txt " )#preia datele din fisier
alU,aYN

Reprezentarea grafica a datelor prelevate

fig ,ax=pyplot.subplots (nrows=1, ncols=1)
ax.plot (aU,aYN)
ax.scatter (aU,aYN)
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ax.set_xlabel ("Timpul_.[min] ")
ax.set_ylabel (’Inaltimea._coloanei_de_apa.[cm] )
ax.grid (True)

Rezultat: in figura (5.2)

Calculul sumelor S1, 52, S3, 54, S5, S6, S7.

Sl=numpy .sum (numpy . power (aU,4) )#calculul sumei S1
S2=numpy . sum (numpy . power (aU,3) )#calculul sumei S2
S3=numpy . sum (numpy . power (aU,2) )#calculul sumei S3
S4=numpy .sum (aU)#calculul sumei S4

S5=numpy . sum (numpy . power (aU, 2 ) xaYN)#S5

S6=numpy . sum (aUxaYN )#56

S7=numpy .sum (aYN)#57

N=numpy . size (aU)#numarul de esantioane

S1,S2,53,84,S5,56,S7,N

Rezultat:
S1 =3713541.6, 52 = 187578.1, 53 = 10106.2, S4 = 612.5, S5 = 4332.0, 56 = 376.3,S7 =
59.5, N = 50.

Rezolvarea sistemului de ecuatii.

a_est=sympy.symbols(’a_est’, real=True)#definitia variabilei a_est
b_est=sympy.symbols(’b_est’, real=True)#definitia variabilei b_est
c_est=sympy.symbols(’c_est’, real=True)#definitia variabilei c_est

expr=sympy . linsolve (
[Slxa_est+S2xb_est+S3xc_est —S5,
S2xa_est+S3xb_est+S4xc_est —S6,
S3xa_est+S4xb_est+Nxc_est —S7],
(a_est ,b_est ,c_est))#rezolvarea sistemului de ecuatii liniare
expr

a_est=list (expr) [0][0]#preia valoarea variabilei din structura de

date

b_est=list (expr) [0][1]#preia valoarea variabilei din structura de
date

c_est=list (expr) [0][2]#preia valoarea variabilei din structura de
date

a_est ,b_est ,c_est

Rezultat: G = 0.009,b = —0.349, ¢ = 3.702.

Reprezentarea grafica a rezultatului.

aYest=a_est*aUxx2+b _est xaU+c_est#valorile estimate

fig ,ax=pyplot.subplots (nrows=1, ncols=1)

ax.scatter (aU,aYN, label="Valori_masurate )

ax.plot (aU,aYest, color="orange’ label="Valori_estimate )
ax.set_xlabel ("Timpul.[min]| ")

ax.set_ylabel ('Inaltimea.coloanei._de_apa.[cm]’)

ax.grid (True)

104



METODE NEPARAMETRICE

ax.legend ()
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Figura 5.8: Variatia inaltimii coloanei de apa in functie de timp si aproximarea para-
bolica a acesteia; experimentul din problema 5.3.

Calculul constantei de timp.

t=sympy.symbols(’t’, real=True)#variabila simbolica ¢t

y_est=a_estxtxx2+b_est*t+c_est#expresia functiei polinomiale care
aproximeaza setul de date

y_est

dY1=0.9%y_est .subs(t,0)#valoarea functiei y_ 1 a functiei
polinomiale la momentul t_-1 (se ia la 90\% din valoarea maxima)

dY2=dY1/sympy.exp(1l).evalf ()#valoarea y_ 2 a functiei polinomiale la
momentul t_2

dT1=sympy.solve (y_est —dY1,t) [0]#calculul valorii momentului t_1

dT2=sympy . solve (y_-est—dY2,t) [0]#calculul valorii momentului t_2

dTf=dT2—dT1#calculul constantei de timp

dTf# Nota: valoarea adevarata : 7.5 minute

Rezultat: Ty = 8.136 minute.
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Rezolvarea problemei 5.4

ETAPELE REZOLVARII.

(a) Demonstrarea relatiei din enunt.

K

- Se porneste de la expresia functiei de transfer a procesului de tip PT'1, G(s) = Tratl

- Raspunsul pondere se calculeaza cu transformarea Laplace inversa:

o(t) = £71G(s) = £ [ K } LU 2

e ey
Tf -s+1 Tf
- Se calculeaza expresia functiei g(t + 7) si apoi raportul celor doua functii % in

intervalul (0; 00):

K e
glt+7) _ 1 ¢ 7 7
9(t) Ky o7t

f

(b) Semnificatia factorului a.
Cu notatiile x = g(t), y = g(t + 7) si a = e ¥ precum si pe baza rezultatului obtinut
la punctul precedent, se obtine expresia:

y=a-z;

care reprezinta o dreapta in planul (xzOy).
Factorul a este panta dreptei si dreapta trece prin originea sistemului de coordonate
(ordonata la origine a dreptei este zero).

(c) Demonstrarea relatiei din enunt.
Expresiile raspunsului liber si raspunsului liber cu deplasare 7, in intervalul (0, co) sunt

date mai jos:
47

y(t) =Yoe 7 y(t+7)=Yoe 7.

Apoi, se calculeaza raportul, % si se procedeaza asemanator cu punctul precedent.
CODURI - APLICATIA 5.4.

Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

from sympy importx

from matplotlib import pyplot
sympy.init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

s=sympy .symbols(’s’)#definitia variabilei complexe s

t=sympy.symbols(’t’, real=True)#defintia variabilei timp

tau=sympy.symbols( 'tau’,positive=True)#definitia deplasarii in
domeniul timpului

g=sympy . Function(’g’) (t)#defintia functiei pondere a sistemului
dinamic
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gTau=sympy . Function ( 'gTau’) (t)#defintia functiei pondere deplasata
cu tau

y=sympy . Function (’y’) (t)#defintia raspunsului liber cu conditie
initiala nenula

yTau=sympy . Function( 'yTau’) (t)#defintia raspunsului liber cu
conditie initiala nenula cu deplasarea tau

Gs=Function('Gs’)#defintia transformatei Laplace a functiei pondere

K_a=sympy.symbols( 'K_.a’ ,real=True)#definitia factorului de
proportionalitate K.a

T _f=sympy.symbols('T_f’  positive=True)#definitia constantei de timp
T_f

YO=sympy.symbols (YO’ ,real=True)#definitia valorii conditiei
initiale nenule

Calculul expresiei functiei pondere.

Gs=K_a/(T_fxs+1)#expresia functiei de transfer
g=sympy.inverse_laplace_transform (Gs,s,t)#functia pondere se
calculeaza cu transformarea Laplace inversa

Gs,g

1
T Ts
Rezultat: G(s) = %; (t) = Hae “x Tff x(t)

Calculul functiei pondere deplasate cu 7 si a raportului dintre cele doua functii.

gTau=g.subs (t,t+tau)#functia pondere deplasata

expr=sympy . simplify (gTau/g)
gTau, expr

Rezultat: 240 — o777
g(t)

Cazul raspunsului liber cu conditie initiala nenula.

y=Y0*xsympy .exp(—t/T_f)*sympy. Heaviside (t)
yTau=y.subs (t,t+tau)

exprl=sympy.simplify (yTau/y)

y,yTau, exprl

t _t+T

Rezultat: y(t) = Yoe T x(t); y(t +7) = Yoe 7 x(t+7); y(;;;;) =ec 7.
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Rezolvarea problemei 5.5

ETAPELE REZOLVARII.

Se foloseste metoda autofranarii.

Se alege o deplasare 7 egala cu 10% din lungimea N a secventei de date prelevate.
Apoi, cu secventa de date prelevate, {yx}), se construiesc doud secvente de lungime
N — 7: o secventa {z}¥ " = {yny}2"" si 0 a doua secventi {y}¥ " = {yn}Y.

In continuare, se calculeazi parametrii dreptei de regresie in planul (zOy) asemanator
cu problema 5.1.

CODURI - APLICATIA 5.5.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx
sympy.init_printing ()

Preluarea datelor prelevate din proces.

aU=numpy . loadtxt ( "Prob55_aTimp. txt " )#preia datele din fisier
aYN=numpy . loadtxt ( "Prob55_.aYN . txt " )#preia datele din fisier
alU,aYN

Reprezentarea grafica a datelor prelevate.

fig ,ax=pyplot.subplots (nrows=1, ncols=1)
ax.plot (aU,aYN)

ax.set_xlabel (’Timpul.[s] )

ax.set_ylabel (' Viteza_unghiulara_[1l/min]| ")
ax.grid (True)

Rezultat: este prezentat in figura (5.3).
Preprocesarea datelor.

iN=aU.shape [0]#preia numarul de esantioane ale secventei
iTau=0.1*iN#indexul deplasarii = 10% din total
aX=aYN[0:int (iN)—int (iTau) |#vectorul aX

aY=aYN[int (iTau):int (iN) ]|#vactorul aY

Calculul dreptei de regresie.

Sl=numpy .sum (aX*aX)#calculul sumei S1

S2=numpy .sum (aX)#calculul sumei S2

S3=numpy .sum (aX*aY )#calculul sumei S3

S4=numpy .sum (aY)#calculul sumei S4

N=numpy . size (aX)#numarul de esantioane

#S1,82,93,S4 N

a_est=sympy.symbols(’a_est’, real=True)#definitia variabilei a_est

b_est=sympy.symbols(’'b_est’, real=True)#definitia variabilei b_est

expr=sympy . linsolve ([Slxa_est+S2xb_est—S3,S2xa_est+b_est*N-S4] (
a_est ,b_est))#rezolvarea sistemului de ecuatii liniare

H#expr
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a_est=list (expr) [0][0]#preia valoarea variabilei din structura de
date

b_est=list (expr) [0][1]#preia valoarea variabilei din structura de
date

#a_est ,b_est

aYest=a_est*aX+b_est

Graficul dreptei de regresie.

fig ,ax = pyplot.subplots (nrows=1,ncols=1)
ax.scatter (aX,aY,marker=".")

ax.plot (aX,aYest ,color="orange ")
ax.set_xlabel (’aX")

ax.set_ylabel (’aY ")

ax.grid (True)

Rezultat:
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Figura 5.9: Dreapta de regresie pentru datele prelevate in experimentul din problema
5.

Calculul constantei de timp a procesului.

dTf=sympy.symbols(dTf’ ,positive=True)

dTe=4#perioada de esantionare

dTau=iTaux*dTe#deplasarea in timp

sympy . solve (a_est —exp(—dTau/dTf) ,dTf) [0]#valoarea adevarata 250

Rezultat: Ty = 250.286.
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Rezolvarea problemei 5.6

ETAPELE REZOLVARII.
(a) Calculul expresiei functiei pondere.
Se utilizeaza transformarea Laplace inversa si relatia:

t t

K,e Tr2 K,e T
t) = L7YG(s)] = g(t) = == + 2 )
olt) = £7G) = olt) = 7+

(b). Pe baza rezultatului de la punctul precedent, se calculeaza expresiile functiilor
g(t+7) si g(t+2-7) si apoi relatia din enunt se verifica prin calcul direct.

(c). Relatia de la punctul (b) se imparte prin g(t), se introduc notatiile ¢ =

t . . o .. . .
&= % si se rearanjeaza termenii, se obtine expresia:

g(t+27) -
T
o= (a1 +az) & —ay-as.

Expresia de mai sus reprezinta ecuatia unei drepte in planul (£O¢p); panta dreptei este
factorul (a; + ag) si ordonata la origine este termenul —ay - as.

CODURI - APLICATIA 5.6.
Se apeleaza modulele necesare.

import sympy

from sympy importsx

from matplotlib import pyplot
sympy.init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

s=sympy .symbols (s’ )#definitia variabilei complexe s

t=sympy.symbols ('t ’, real=True)#defintia variabilei timp

tau=sympy.symbols( 'tau’,positive=True)#definitia deplasarii in
domeniul timpului

g=sympy . Function(’'g’) (t)#defintia functiei pondere a sistemului
dinamic

gTau=sympy. Function ( 'gTau’) (t)#defintia functiei pondere deplasata
cu tau

y=sympy . Function (’y ") (t)#defintia raspunsului liber cu conditie
initiala nenula

yTau=sympy . Function ( 'yTau’) (t)#defintia raspunsului liber cu
conditie initiala nenula cu deplasarea tau

Gs=Function('Gs’) (s)#defintia transformatei Laplace a functiei
pondere

K_a=sympy.symbols( 'K.a’ ;real=True)#definitia factorului de
proportionalitate K_a

T_fl=sympy.symbols('T_f1’,positive=True)#definitia constantei de
timp T_f1

T _f2=sympy.symbols (' T_f2’ ,positive=True)#definitia constantei de
timp T_f2

Calculul expresiei functiei pondere.
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Gs=K_a/((T_f1«T_f2%s*%24+(T_f1+T_f2)*s+1))#expresia functiei de
transfer

g=sympy.inverse_laplace_transform (Gs,s,t)#functia pondere se
calculeaza cu transformarea Laplace inversa

Gs,g

__t __t
. — Ka : _ _Kae P2E() | Kae 'T1E(1)
Rezultat: G(s) = T Tyasva(T T a) 1 g(t) = T T T Tt

Calculul functiei pondere nedeplasate in intervalul (0, c0).

g0Tau=g.args [0].args[0]xg.args [0].args[1]xg.args [0].args[3]+g.args
[1].args[1]xg.args[1].args[2]xg.args[1].args[4]
g0Tau

t t

. .
f2 K. e f1

Rezultat: Zec a
Ty —Tra + Ty —Tra

Calculul expresiilor functiei pondere deplasate cu 7 si repsectiv cu 27.

glTau=g0Tau. subs (t, t+tau)
g2Tau=g0Tau. subs (t,t+2xtau)
glTau, g2Tau

_ 514»7' _ 3‘+T _ tj«i»27 _ titQT
12 Kge 1« Kge ~12 Kye °~J1

Rezultat: Zec o si & o .
Tr1—Tyo2 Ty1—Tya 57 Tp1—Ty2 Tr1—Tyo2

Verificarea expresiei din enuntul problemei.

al=sympy.symbols(’al’ positive=True)
a2=sympy.symbols( a2’  positive=True)
al=sympy.exp(—tau/T_f1)

a2=sympy . exp(—tau/T_{2)
expr=g2Tau—(al+a2)*glTautal*a2xg0Tau
sympy . simplify (expr)

Rezultat: 0.
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Rezolvarea problemei 5.7

ETAPELE REZOLVARII.

- Se foloseste formula estimatorului celor mai mici patrate:
0= (XT-x)" - (xT.Y).
- Ecuatia care descrie modelul este:
(=a-v+b-E+e

- Elementele matricelor X si Y din formula estimatorului se definesc pe baza ecuatiei
modelului si a valorilor datelor prelevate tinand cont de relatiile { = g(t + 27),

y=g(t+7)si§=g(t)

CODURI - APLICATIA 5.7.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from matplotlib import pyplot
from sympy imports*

sympy . init_printing ()

Preluarea datelor prelevate.

aU=numpy . loadtxt ( "Prob57_aTimp. txt " )#preia datele din fisier
aYN=numpy . loadtxt ( "Prob57_aYN.txt " )#preia datele din fisier
aU.shape [0]

Reprezentarea grafica a datelor prelevate.

fig ,ax=pyplot.subplots (nrows=1, ncols=1)
ax.plot (aU,aYN)

ax.set_xlabel (’Timpul.[s] )

ax.set_ylabel (' Viteza_unghiulara_[1/min]| ")
ax.grid (True)

Rezultat: in figura(5.4).

Preprocesarea datelor (1).

iN=aU.shape [0]#preia numarul de esantioane ale secventei
iTau=0.05«iN#indexul deplasarii = 5\% din total
aG=aYN[0: int (iN)—=2xint (iTau) |#vectorul aG
aGtau=aYN[int (iTau):int (iN)—int (iTau) |#vectorul aGtau
aG2tau=aYN[2x int (iTau):int (iN) |#vectorul aG2tau

aG.shape ,aGtau.shape,aG2tau.shape

fig = pyplot.figure ()
ax = fig.add_subplot(projection="3d")
ax.scatter (aG,aGtau,aG2tau, marker=".")
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ax.set_xlabel (’aG")
ax.set_ylabel ("aGtau’)
ax.set_zlabel (7aG2tau’)
ax.grid (True)

Rezultat: in figura(5.10).

Figura 5.10: Reprezentarea in spatiu a punctelor de coordonate (g(t), g(t+7), g(t+27))
in experimentul din problema 5.7.

Preprocesarea datelor (2).

aGOtau=numpy . reshape (aG, (aG.shape[0] ,1) )#transformarea in vector
coloana

aGltau=numpy . reshape (aGtau,(aGtau.shape [0] ,1) )#transformarea in
vector coloana

aG2tau=numpy . reshape (aG2tau, (aG2tau.shape [0] ,1) )#transformarea in
vector coloana

aG0tau.shape ,aGltau.shape ,aG2tau.shape

Inserarea valorilor elementelor in matricele X si Y

aY=numpy . empty ([aGOtau.shape [0] ,1])#prototipul matricei aY
aX=numpy . empty ([aGOtau.shape [0] ,3])#prototipul matricei aX
for k in list (range(aGOtau.shape[0])):

aY [k,0]=aG2tau[k,0]

aX[k,0]=aGltau|k,0]

aX[k,1]=aG0tau[k,0]

aX [k,2]=1
aY .shape ,aX.shape

Calculul parametrilor estimati cu estimatorul celor mai mici patrate.

aTheta=numpy . matmul (numpy . linalg . inv (numpy . matmul (numpy . transpose (
aX) ,aX)) ,(numpy.matmul (numpy . transpose (aX) ,aY)))
aTheta

Graficul planului de regresie.
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fig = pyplot.figure ()
ax = fig.add_subplot(projection="3d")

ax.scatter (aG,aGtau,aG2tau, marker="." label="masurat ’)
ax.scatter (aG,aGtau,aY _est ,color="orange’ ,marker="." label="estimat
")

ax.set_xlabel (’aG")
ax.set_ylabel ("aGtau’)
ax.set_zlabel (’aG2tau’)
ax.grid (True)

ax.legend ()

Rezultat: in figura (5.11)
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Figura 5.11: reprezentarea in spatiu a punctelor de coordonate (g(t), g(t+7), g(t+27))
si a punctelor planului de aproximare in experimentul din problema 5.7.

Estimarea constantelor de timp ale procesului.

x=sympy .symbols('x’ ,real=True)#definitia variabilei in ecuatia de
gradul doi in S si P

S=sympy .symbols ('S’ ,real=True)#definitia sumei valorilor
necunoscutelor

P=sympy.symbols( 'P’ ,real=True)#definitia produsului valorilor
necunoscutelor

S=aTheta [0][0]#preia valoarea sumei

P=aTheta [1][0]#preia valoarea produsului

eq=x**2—Sxx+P#ecuatia de gradul doi in S si P

x1_est ,x2 _est=sympy.solve (eq,x)#solutiile ecuatiei de gradul doi

dTe=0.002#perioada de esantionare
dTaul=dTexiTau#durata deplasarii in domeniul timpului

dTfl=sympy.symbols('dTfl’ ,positive=True)#defintia constantei de
timp Tf1
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dTf2=sympy.symbols( 'dT{2’ ,positive=True)#definitia constantei de
timp Tf2

dT_fl=sympy. solve (sympy.exp(—dTaul /dTfl)—x1_est ,dTfl) [0]#calculul
valorii constantei de timp Tfl
dT_f2=sympy . solve (sympy.exp(—dTaul /dTf2)—x2_est ,dTf2) [0]#calculul

valorii constantei de timp Tf2
dT_f1,dT_f2

Rezultat: Tj; = 0.006, Ty = 0.041.
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Rezolvarea problemei 5.8

ETAPELE REZOLVARII.

Fiind data expresia functiei de autocorelatie a procesului aleator la portul de iesire
R,,(T), se calculeaza expresia functiei densitate spectrala de putere Sy, (w):

Syy(w) = F [Ryy(7)] .-
- Se calculeaza expresia estimata a |H (jw)|* cu formula:
Syy(w) = [H(jw)|* - Suu(w),
in care Sy, (w) se ia din datele problemei.

- Se adopta prototipului functiei de frecventa a filtrului:

a(jw) +b
G +d(jw) F e

H(jw) =

Se calculeazd expresia |H(jw)|? pe baza prototipului functiei de frecventa.

Parametrii a, b, ¢, d si e se obtin prin compararea coeficientilor expresiei estimate a
functiei de frecventa cu expresia calculata pe baza prototipului functiei.

CODURI - APLICATIA 5.8.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from sympy importx
sympy.init_printing ()

Definitiile variabilelor si functiilor.

sigma=sympy.symbols ( 'sigma’,positive=True)#defintia variabilei
sigma — varianta procesului aleator

zeta=sympy.symbols('zeta’,positive=True)#definitia variabilei zeta
— amortizarea procesului aleator

omega_r=sympy .symbols ( omega_r’ ,positive=True)#definitia variabilei

omega._r
omega=sympy . symbols ( 'omega’ , positive=True)#defintia parametrului
omega_r — pulsatia de rezonanta

tau=sympy.symbols( 'tau’ ,real=True)#definitia variabilei tau —
deplasarea in domeniul timpului

f=sympy.symbols ('’ ,real=True)#definitia variabilei frecventa

R=sympy.Function( 'R’) (tau)#definitia functiei de autocorelatie

S=sympy . Function(’S’) (omega)#definitia functiei densitate spectrala
de putere

Expresia functiei de autocorelatie.

R=sigmasxexp(—zetaxabs(tau))xcos(omega_rxtau).rewrite (exp)#expresia
functiei de autocorelatie
R#afiseaza rezultatul
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Rezultat: o (eizﬂ + %) e=¢ITl,

Calculul functiei densitate spectrala de putere.

S=sympy . fourier_transform (R, tau, f)#calculeaza densitatea spectrala
de putere
simplify (S.subs (2« pi*f, omega))#afiseaza rezultatul

20¢ (w2 +w$+(2)

Rezultat: P e TR W TR

Expresia functiei densitate spectrala de putere cu valori numerice.

dSigma=2.4#valoarea numerica a parametrului sigma

dZeta=4#valoarea numerica a parametrului zeta

dOmega_r=2#valoarea numerica a parametrului omega_r

Rnum=R. subs (sigma ,dSigma) .subs (zeta ,dZeta).subs(omega_r ,dOmega_r)
R.num

Rezultat: 2.4 (22 + %) e

S num=S.subs (sigma ,dSigma) . subs (zeta ,dZeta) .subs (omega_r ,dOmega_r)
S_num

19.2(472 f2420)
1672 fA4+96m2 F21+400 °

Rezultat:

Reformularea expresiei functiei densitate spectrala de putere ca functie de pulsatia w.

S_num. args#se separa factorii care compun expresia

S_num_1=S_num. args [0]#primul factor ramane nemodificat

S.num_2=S num. args [1].subs(2xsympy. pi*f,omega)#al doilea factor se
substituie frecventa f cu pulsatia omega

S_.num_3=S_num. args [2].subs (2xsympy. pi*f, omega)#al treilea factor se
substituie frecventa f cu pulsatia omega

dSyy=S_num_1%S_num_2%S_num_3#se reface expresia functiei cu noua
variabila

dSyy

19.2(w2+20)

Rezultat: 124021400

Calculul expresiei modulului functiei de frecventa la puterea 2.

dSuu=3#valoarea densitatii spectrale de putere a procesului aleator
la portul de intrare

H2=dSyy/dSuu#expresia modulului la puterea 2

H2

6.4(w2+20)

Rezultat: 12424400

Estimarea parametrilor functiei de frecventa.
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a’, real=True
'b’, real=True
c
d

a=sympy . symbols )
)
, real=True)
)
)

b=sympy.symbols

c=sympy .symbols

d=sympy.symbols

e=sympy.symbols(’e’, real=True

Hest=(ax*(sympy . I*omega)+b) /(c*(sympy. Ixomega)**2+d*(sympy . Ixomega)+
e)#prototipul functiei de frecventa

Hest

, real=True

. iaw—+b
Rezultat: ——3%——.

H2est=(sympy.Abs(Hest) ) *«x2#modulul la puterea 2 al prototipului
functiei de frecventa
H2est

. Q2w b?
Rezultat: wt—2cew?+d?w?+e?

dA=sympy.solve (a*x%x2—6.4,a) [1]#estimarea valorii parametrului a
dA

Rezultat: a = 2.53.

dB=sympy.solve (bx%x2—-6.4%x20,b) [1]#estimarea valorii parametrului b
dB

Rezultat: b = 11.3.

dC=sympy.solve (cxx4d—1,c) [1]#estimarea valorii parametrului c

dC

Rezultat: ¢ = 1.

dE=sympy.solve (ex*x2—400,e) [1]|#estimarea valorii parametrului e
dE

Rezultat: ¢ = 20.

dD=sympy . solve (—2xdCxdE+d*x2—24,d) [1]#estimarea valorii
parametrului d

dD

Rezultat: d = 8.
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Rezolvarea problemei 5.9

ETAPELE REZOLVARIL.
(a) Estimarea valorilor parametrilor functiei de autocorelatie.

. .. . o2 .
- Pentru estimarea valorii raportului "7 se foloseste proprietatea:

/Ryy(T)dT = /02 e MTdr = —.
1
0 0

Prin urmare se va calcula integrala numerica a secventei valorilor functiei de autocorelatie
din datele problemei.

- Pentru estimarea parametrului 4 se porneste de la observatia ca functia de autocorelatie
satisface relatia:
Ryy (1 + A7) = Ry, (1) - 75

asemanator cu functia pondere a sistemelor dinamice de tip PT'1. In continuare,
parametrul p se estimeaza in acelasi mod in care s-a procedat la problema 5.5.

(b) Expresia functiei densitate spectrala de putere.
Se calculeaza prin integrare cu formula Sy, (w) = F[Ry,(7)].

(c) Estimarea valorilor factorului de proportionalitate si constantei de timp.

Se adopta modelul de tip PT'1 cu functia de frecventa:

SRR

- Rezulta expresia modulului functiei de frecventa la puterea a doua:

a2

HGw))? = ——o.

- Pe de alta parte, pe baza expresiilor functiilor densitate spectrala de putere rezulta:
Syy(w) = [H(jw)|* - See(w) = |H(jw)[*;

in care s-a tinut cont ca Se.(w) = 1 deoarece varianta procesului aleator la portul de
intrare este unitara si media statistica este nula.

- Valorile estimate ale parametrilor functiei de frecventa se obtin prin identificare din
expresia functiei |H (jw)|? rezultatd pe baza modelului adoptat si respectiv expresia
aceleiasi functii obtinuta pe baza functiilor densitate spectrala de putere la porturi.

CODURI - APLICATIA 5.9.
Se apeleaza modulele necesare.
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import numpy

import sympy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx

sympy . init_printing ()

Se preiau datele prelevate din experiment.

aU=numpy . loadtxt ( *Cap5Prob59_aTau. txt " )#preia datele din fisier
aYN=numpy . loadtxt ( 'Cap5Prob59 aRyyN.txt ' )#preia datele din fisier
#aU ,aYN

Reprezentarea grafica a datelor.

fig ,ax=pyplot.subplots (nrows=1, ncols=1)
ax.plot (aU,aYN)

ax.set_xlabel ('Tau.[s] ")

ax.set_ylabel (’Functia_de_autocorelatie ”)
ax.grid (True)

Rezultat: in figura(5.5).
Preprocesarea datelor - se preia doar secventa care corespunde valorilor pozitive ale
variabilei 7.

iN=aU.shape [0]#preia numarul de esantioane ale secventei

aTau=numpy.empty ([int (iN/2) ,1])#prototipul matricei aTau

aRyy=numpy. empty_like (aTau)#prototipul matricei aRyy

aUl=numpy . reshape (aU, [aU.shape [0] ,1])#transforma aU in vector
coloana

aYNl=numpy.reshape (aYN, [aYN.shape [0] ,1])#transforma alU in vector
coloana

aTau=aUl[int (iN/2):iN 0]
aRyy=aYNI1[int (iN/2):iN,0]

Reprezentare grafica.

fig ,ax = pyplot.subplots(nrows=1,ncols=1)
ax.scatter (aTau,aRyy, marker=".")

ax.plot (aTau,aRyy, color="orange )
ax.set_xlabel (’aTau’)

ax.set_ylabel (’aRyy ")

ax.grid (True)

Rezultat: in figura (5.12).

Calculul parametrului %2

sigma2_mu=numpy. trapz (aRyy,aTau)#calculul integralei numerice cu
metoda trapezelor
sigma2_mu

Rezultat: 0.009.

Calculul parametrului x4 cu metoda analizei de corelatie.
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0000 0005 0010 0015 0020 0025 0030 0035
alau

Figura 5.12: Graficul functiei de autocorelatie in domeniul 7 > 0 pentru procesul
aleator la portul de iesire din experimentul prezentat in problema 5.9.

dDet=int (aTau.shape [0]*0.1)
aX=aRyy [0: (aRyy.shape[0] —dDet) |
aY=aRyy [dDet:aRyy.shape [0]]
aX.shape, aY.shape

S1=numpy . sum
S2=numpy . sum

aXxaX)#calculul sumei S1
aX)#calculul sumei S2
S3=numpy .sum (aXx*aY )#calculul sumei S3
S4=numpy .sum (aY)#calculul sumei S4
N=numpy . size (aX)#numarul de esantioane
S1,S2,S3,54,N

o~~~ S~

Rezultat: S1 = 18.1852, 2 = 19.3659, 53 = 9.1521, S4 = 10.0219, N = 68.

Calcul constantei de timp a procesului.

a_est=sympy.symbols( a_est’, real=True)#definitia variabilei a_est

b_est=sympy.symbols(’'b _est’, real=True)#definitia variabilei b _est

expr=sympy . linsolve ([Slxa_est+S2xb_est—S3,S2xa_est+b_est «N-S4] (
a_est ,b_est))#rezolvarea sistemului de ecuatii liniare

expr

a_est=list (expr) [0][0]#preia valoarea variabilei din structura de
date

b_est=list (expr) [0][1]#preia valoarea variabilei din structura de
date

a_est ,b_est

Rezultat: a = 0.4971, b = 0.0058.

aYest=a_estxaX+b_est
fig ,ax=pyplot.subplots (nrows=1, ncols=1)
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ax.scatter (aX,aY,label="Valori_masurate )
ax.plot (aX,aYest, color="orange’ label="Valori_estimate )
ax.scatter (aX,aYest, color="orange’ , marker="0")
ax.set_xlabel (’aX")
ax.set_ylabel (’aY ")
ax.grid (True)
ax.legend ()
10 4
Valori estimate -
@ Valori masurate
08 - &
e &
06 1 °
]
% o« ¢
04 4 *EU
- | -
] B
0.0 1 ?U
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aX

Figura 5.13: Dreapta de regresie si pozitionarea regresorilor pentru datele din experi-
mentul prezentat in problema 5.9.

dTe=0.0005#perioada de esantionare a semnalelor
mu=sympy . symbols( 'mu’, positive=True)
dMu=sympy . solve (sympy . exp(—muxdDet+*dTe)—a_est ,mu) [0]

dMu

Rezultat: ;= 199.72.

dSigma2=sigma2_mu*xdMu
dSigma2#valoarea adevarata 2

Rezultat: o2 = 1.847.

Functia densitate spectrala de putere cu valori numerice.

tau=sympy .symbols( 'tau’ ,real=True)
dRyy=dSigma2xsympy . exp(—dMuxsympy . Abs(tau))
dRyy

Rezultat: R, (7) = 1.847¢ 190727,

f=sympy.symbols(’'f’, real=True)# variabila f = frecventa
Syy=sympy . fourier_transform (dRyy, tau, f)

Syy
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Rezultat: Sy, (f) = gomra2 7o1s-

Prototipul functiei de frecventa.

)

a=sympy .symbols(’a’,real=True)
b=sympy .symbols( b’ , real=True)
H=a/(bxsympy. I (2xsympy.pixf)+1)
H2=(sympy . Abs(H) ) %2

H2

2
Rezultat: #}QH .

a=sympy.sqrt (0.01849885)
b=sympy.sqrt (0.000100282839011909/4)
a,b#valorile adevarate a = 0.1 si b = 0.005

Rezultat: G = 0.14, b = 0.005.
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Enunturi

Problema 6.1

Pentru estimarea bias-ului (abaterii) unei linii de masurare a procedeaza astfel: la
capatul dinspre punctul de masurare nu se aplica nici un semnal (semnalul este nul);
la capatul opus se observa procesul aleator datorat exclusiv bias-ului si zgomotului pe
linie. Cu ipoteza ca zgomotul pe linie este un proces aleator cu media statistica zero,
componenta continua a procesului aleator observat reprezinta bias-ul liniei.

Calculele pentru estimarea valorii bias-ului se fac cu estimatorul celor mai mici patrate
si un model al procesului de forma:

ylk] = a + (e[k]);

in care {y}V este secventa esatioanelor procesului observat, a este valoarea adevirata
a bias-ului (parametrul modelului) si {e}? este secventa esantioanelor zgomotului ne-
observabil.

Intr-un experiment de identificare a bias-ului unei linii de m#surare a fortelor de
frecare dintr-un stand de proba cu mase inertiale, fost observata secventa de valori
prezentata sub forma grafica in figura (6.1) si sub forma numerica in tabelul (6.1).

Amplitudine

150 200 o 20
Index esanticans Frecventa

.:,_
=
=]

Figura 6.1: Secventa de valori observata in experimentul din problema 6.1.
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Cu ajutorul procedurii prezentate in enuntul problemei si a datelor observate in
experiment, se cere sa se estimeze valoarea biasului liniei de masurare.

Problema 6.2

Un inginer a dorit sa verifice experimental concordanta dintre performantele dinamice
ale unui subansamblu dintr-o suspensie mecanica si valorile de catalog ale acestora.
Pentru a realiza acest lucru, a aplicat la portul de intrare al sistemului dinamic testat
un semnal proces aleator cu distributie normala, medie statistica zero si varianta unu
si a observat procesul aleator la portul de iesire. Zgomotul aditiv pe liniile de masurare
a fost neglijabil. Valorile secventelor de esantioane prelevate in cadrul experimentului
sunt prezentate grafic in figura (6.2) si numeric in tabelele (6.2) si (6.3).
Se stie apriori ca, sistemul dinamic examinat este definit printr-o functie de transfer-z
de forma generala:

b b-zt
z4+a l4a-z71

si ca valorile de catalog ale parametrilor modelului sunt @ = 0.5 si b = 0.7.

H(z) =

Sa se estimeze valorile a si b calculate pe baza modelului general si a secventelor de
esantioane prelevate in cadrul experimentului. Ce se poate observa pe baza compararii
rezultatelor?

3
2
Y

1 1 1 1 1
0 5 50 75 104 125 150 175 200

Amplitudine - a¥
=]
Ll

- = T T T T T T T T T T
] 25 50 5 100 125 150 175 200 ] 10 20
Index esanticans Frecventa

Figura 6.2: Secventele de esantioane prelevate la portul de intrare (graficele de sus) si
la portul de iesire (graficele de jos) in cadrul experimentului din enuntul problemei 6.2.

Problema 6.3

In experimentele de identificare a sistemelor - de cele mai multe ori - experimentatorul
are la dispozitie doar secventele de esantioane ale proceselor aleatoare la porturile siste-
mului dinamic testat. Clasa de modele in care se incadreaza modelul sistemului testat
precum si caracteristicile statistice ale zgomotului perturbator pe linile de masurare,
nu se Cunosc.
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Inginerul care conduce experimentul trebuie sa formuleze ipoteze menite sa completeze
informatia care lipseste, apoi sa implementeze procedura de identificare care furnizeaza
valori pentru parametrii modelului si, la final sa verifice daca ipotezele pe baza carora
a efectuat experimentul sunt valide prin testarea rezultatului pe alte secvente distincte
de esantioane.

La un examen, profesorul a cerut elevilor sa identifice parametrii modelului unui sis-
tem dinamic despre care se cunosc doar doua perechi de secvente de valori prelevate in
aceleasi conditii expreimentale la porturile intrare/iesire.

Datele experimentale sunt prezentate sub forma grafica in figura (6.3) si sub forma
numerica in tabelele (6.4) - (6.7).
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Figura 6.3: Secvente de esantioane prelevate la portul de intrare (graficele de sus) si la
portul de iesire (graficele de jos) in cadrul experimentului din enuntul problemei 6.3.

Problema 6.4

Trei grupe de studenti au efectuat un experiment de identificare pornind de la aceleasi
seturi de esantioane la porturile de intrare/iesire. Fiecare grupa a ales independent
clasa de modele si algoritmul de identificare. Au rezultat trei modele candidate.

- Prima grupa de studenti a propus modelul reprezentat prin ecuatia cu diferente:
ylk] — 1.501y[k — 1] 4+ 0.55y[k — 2] = u[k — 1] + 0.3u[k — 2] + (e[k]).
- A doua grupa de studenti a propus modelul reprezentat prin ecuatia cu diferente:
ylk] — 1.491y[k — 1] + 0.707y[k — 2] = u[k — 1] + 0.551u[k — 2] + (e[k]).

- A treia grupa de studenti a propus modelul reprezentat prin ecuatia cu diferente:

ylk] — 1.501y[k — 1] + 0.55y[k — 2] + 0.152y[k — 3] =
ulk — 1] + 0.435u[k — 2] + 0.25u[k — 3] + (e[k]).
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elk];k =1... N reprezinta esantionul la pasul k al zgomotului nobservabil pe liniile de
masurare.

Care dintre cele trei modele candidate aproximeaza cel mai bine modelul adevarat
al sistemului dinamic? Pentru a-i ajuta pe studenti sa gaseasca raspunsul la aceasta
intrebare, profesorul le-a pus la dispozitie inca doua seturi de esantioane la porturile
de intrare/iesire - disponibile in tabelele (6.8) si (6.9) - si recomandarea sa compare
valorile functiilor criteriu calculate pentru fiecare din cele trei modele candidate.

Problema 6.5

Diferenta dintre valoarea masurata si valoarea estimata pe baza modelului rezultat din
identificare se numeste eroare de aproximare sau reziduu. Analiza erorilor de apro-
ximare ofera informatii importante pentru validarea rezultatelor identificarii. Com-
pararea histogramelor (densitatile de probabilitate empirice) erorilor de aproximare
calculate pentru doua sau mai multe modele candidate permite selectarea modelului
care aproximeaza cel mai bine modelul adevarat (necunoscut) al sistemului dinamic
examinat dintr-un set de modele candidate - metoda verosimilitatii maxime.

Se cere sa se aplice metoda verosimilitatii maxime pentru cazul celor trei modele
candidate din problema 6.4 si pe aceasta baza, sa se selecteze modelul care aproximeaza
cel mai bine modelul adevarat - dar care nu poate fi cunoscut - al sistemului dinamic
examinat.

Problema 6.6

Un inginer si-a propus sa analizeze regimul dinamic al unei instalatii industriale. Pentru
acest scop a folosit legi care descriu fenomene si proprietati de material, specifice do-
meniului procesului analizat. Pe baza acestei abordari, inginerul a propus urmatoarea
reprezentare a functiei de transfer-z a instalatiei:

Z—|—b1

H(z) = :
(Z) 22+CL1'Z+CL2’

in care; a; = 0.74, as = 0.02 si by = 0.14.

In continuare, inginerul a efectuat un experiment de identificare a sistemelor: a apli-
cat un proces aleator zgomot alb discret la portul de intrare (media statistica zero si
varianta unu) si a observat procesul aleator la portul de iesire.

Datele prelevate experimental sunt prezentate sub forma numerica in tabelele, (6.10)
si (6.11).

Cu ajutorul datelor prelevate, se cere sa se verifice daca modelul propus de inginer
reprezinta cea mai buna aproximare a modelului adevarat al procesului dinamic.

Problema 6.7

Intr-un experiment de identificare a unui sistem dinamic, au fost analizate erorile de
aproximare - numite si reziduurile estimarii.

In acest sens, a fost prelevata o secventa de 50 de esantioane ale erorilor de aproximare
si a fost evaluata corelatia statistica dintre esantioane. A fost ales un decalaj de 7 =5
esantioane si au fost create doua secvente cu lungimea de 45 esantioane. Analiza a
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constat in evaluarea valorii pantei dreptei de regresie dintre valorile celor doua secvente.
Valorile esantioanelor celor doua secvente sunt prezentate in Tabela 6.12 si respectiv
in Tabela 6.13. In figura 6.4 este reprezentata dependenta dintre esantioanele celor
doua secvente. Pentru estimarea parametrilor dreptei de regresie a fost implementata
metoda celor mai mici patrate.

@
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75 . s =
- - L J - . ®
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=
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[ ]
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. . & .
-75 ° .

-7.5 -50 -25 0.0 25 5.0 75 10.0
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Figura 6.4: Dependenta dintre esantioanele secventei erorilor de aproximare si secventa
erorilor decalata cu 7 din enuntul problemei 6.7.

Se cere sa se estimeze:
(a) valorile pantei dreptei de regresie a.s si ordonatei la origine b,
(b) unghiul in grade o al dreptei de regresie in raport cu axa orizontala s,

(c) sa se evalueze daca erorile de aproximare analizate sunt de natura zgomotului alb.
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Tabela 6.1: Secventa de valori observata in experimentul pentru estimarea bias-ului
liniei de masurare din problema 6.1.

0.895 1.728 1.566 1.188 1.194 1.070 1.403 1.396 1.269 1.060 1.198 1.111 1.412
1.264 1.487 1.449 1.360 1.383 1.496 1.227 1.195 1.013 1.318 1.295 1.110 1.226
1.348 1.115 1.809 1.143 1.073 1.400 1.249 1.433 1.084 1.215 1.371 0.670 1.287
1.385 1.412 1.200 1.111 0.936 1.348 1.507 1.247 1.530 1.379 1.184 1.273 1.303
1.196 1.478 1.152 1.153 0.984 1.025 1.151 1.135 1.115 1.361 1.179 1.501 1.319
1.107 1.064 1.708 1.485 1.591 1.217 1.456 1.388 1.322 1.438 1.356 1.161 1.134
1.690 1.231 1.251 1.169 1.402 1.143 1.410 1.276 1.335 1.207 1.527 1.197 0.951
1.392 1.110 1.515 1.314 1.093 1.401 1.322 1.541 1.219 0.897 1.572 1.612 1.240
1.440 1.516 1.225 1.177 1.537 1.461 0.992 0.922 1.243 1.401 1.049 1.071 1.438
1.513 1.362 1.260 0.960 1.318 1.316 1.147 1.199 0.990 1.207 0.832 1.152 0.966
1.190 1.320 1.181 1.455 1.461 1.311 1.433 1.245 1.681 1.270 0.888 1.182 0.908
1.428 1.283 0.830 1.283 1.106 1.002 0.951 1.130 1.090 1.221 1.460 1.531 1.100
1.259 1.226 1.225 1.544 1.355 1.600 1.588 1.151 1.171 1.589 1.223 1.416 1.395
1.337 1.284 0.812 1.166 1.044 1.015 1.031 1.502 1.296 0.921 1.441 1.485 0.936
1.272 1.638 1.286 1.295 1.278 1.200 1.033 1.150 1.643 1.105 1.197 1.371 1.495
1.595 1.353 1.467 1.103 1.343
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Tabela 6.2: Secventa de valori la portul de intrare observata in experimentul pentru
verificarea concordantei parametrilor cu datele de catalog din problema 6.2.

0.819 -0.645 0.010 0.621 2.626 0.189 -1.353 0.057 0.704 1.358 0.265 1.415 -0.121
-0.869 1.788 1.911 0.375 -2.554 1.630 0.332 -0.790 -0.472 1.080 1.335 -1.741 -0.428
1.677 1.655 1.648 -0.405 1.118 1.182 0.589 -0.312 -0.296 -1.031 -0.472 0.178 -0.589
1.052 0.874 0.725 0.642 0.603 -0.771 -0.962 -1.411 -0.263 -1.683 0.421 0.769 -0.920
0.045 -0.599 0.462 -0.194 -0.713 -0.964 3.516 -0.183 -0.202 -1.111 -0.212 -0.189 -
1.137 0.019 -0.151 0.086 1.129 -0.225 2.293 -0.721 0.159 -0.332 0.466 -0.577 -1.081
-0.503 0.383 -0.827 -0.655 -1.734 0.637 -0.088 -0.611 -0.645 -0.763 0.294 -1.253
1.714 0.177 -0.335 0.026 1.220 1.272 -1.281 -1.102 1.503 0.145 -1.960 1.284 -0.151
-1.4490.150 1.052 1.004 -0.136 -1.169 -2.066 0.784 -0.013 -0.224 0.631 -1.275 0.638
-0.737-0.461 -0.628 0.606 -0.698 -0.952 0.784 0.613 1.477 1.530 1.482 -0.109 2.381
1.034 -0.412 1.192 -1.314 0.190 0.765 1.356 -1.427 -0.382 0.608 0.068 -0.758 -0.112
0.043 1.186 -0.796 0.719 0.708 0.384 -0.743 0.092 -1.296 0.085 -0.553 2.074 -0.049
0.499 -0.136 -0.598 0.554 0.825 0.953 -0.666 0.941 -0.005 -0.928 0.026 -0.131 -0.337
1.926 0.831 -0.277 2.178 -1.524 -0.363 0.793 0.545 1.804 -0.254 0.240 0.747 0.025
-0.009 -0.597 0.690 0.733 0.118 0.164 1.834 0.758 0.205 0.897 -0.760 0.282 0.255
-1.289 -0.098 -0.048 -0.873 -1.750 2.626 -1.915

Tabela 6.3: Secventa de valori la portul de iesire observata in experimentul pentru
verificarea concordantei parametrilor cu datele de catalog din problema 6.2.

0.000 0.573 -0.738 0.376 0.246 1.715 -0.725 -0.585 0.332 0.326 0.787 -0.208 1.095
-0.632 -0.292 1.398 0.639 -0.057 -1.759 2.021 -0.778 -0.164 -0.248 0.881 0.494 -
1.466 0.434 0.957 0.680 0.813 -0.690 1.128 0.264 0.280 -0.358 -0.028 -0.708 0.024
0.112-0.469 0.971 0.126 0.445 0.227 0.308 -0.694 -0.326 -0.824 0.228 -1.292 0.941
0.068 -0.678 0.370 -0.605 0.626 -0.449 -0.275 -0.538 2.730 -1.493 0.605 -1.080 0.392
-0.328 -0.632 0.329 -0.270 0.196 0.693 -0.504 1.857 -1.433 0.828 -0.646 0.649 -0.729
-0.392 -0.156 0.346 -0.752 -0.082 -1.172 1.032 -0.578 -0.139 -0.382 -0.343 0.377 -
1.066 1.733 -0.743 0.136 -0.050 0.879 0.451 -1.122 -0.210 1.157 -0.477 -1.134 1.465
-0.838 -0.595 0.402 0.535 0.435 -0.313 -0.662 -1.115 1.107 -0.562 0.124 0.380 -1.082
0.988 -1.010 0.183 -0.531 0.690 -0.834 -0.249 0.673 0.093 0.987 0.578 0.749 -0.451
1.892 -0.222 -0.178 0.923 -1.382 0.823 0.124 0.888 -1.442 0.454 0.199 -0.052 -0.505
0.174 -0.057 0.859 -0.987 0.997 -0.003 0.270 -0.655 0.392 -1.103 0.611 -0.692 1.798
-0.934 0.816 -0.503 -0.167 0.471 0.342 0.496 -0.714 1.016 -0.512 -0.393 0.215 -0.199
-0.137 1.416 -0.126 -0.131 1.590 -1.862 0.677 0.216 0.273 1.127 -0.741 0.538 0.254
-0.110 0.049 -0.442 0.704 0.161 0.002 0.114 1.227 -0.082 0.185 0.536 -0.800 0.597
-0.120 -0.842 0.353 -0.210 -0.506 -0.972 2.324
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Tabela 6.4: Secventa de valori la portul de intrare folosita pentru identificarea para-
metrilor in experimentul din problema 6.3.

0.439 -1.029 0.198 0.383 -1.068 0.039 0.179 -0.717 1.043 -0.457 -1.209 1.531 -0.540
-0.827 1.534 2.617 2.843 0.042 -0.941 0.701 0.035 0.008 0.068 -1.148 -2.384 0.479
-0.488 -1.005 -1.939 -0.157 -1.135 0.173 1.075 1.990 0.967 0.346 -0.746 0.126 0.851
0.861 -0.216 0.602 0.654 0.646 -0.024 -0.233 -0.157 0.958 -0.905 0.766 0.488 -1.669
-0.434 -0.545 0.284 -1.555-1.211 2.543 0.419 0.804 -1.077 -0.432 0.584 0.086 -2.209
-1.495 0.493 -1.615 -0.854 -2.236 -0.097 -2.310 0.496 0.755 0.160 0.612 0.458 -0.548
0.767 0.857 -2.027 0.948 0.750 -0.921 0.996 -1.102 -0.071 -3.029 0.062 1.335 -0.369
0.273 1.273 0.457 -0.708 -1.824 0.622 0.421 -0.610 0.422 1.887 0.111 0.789 -0.181
0.236 -0.154 0.063 1.300 1.531 -0.939 -1.014 0.590 -0.973 -0.687 -0.603 0.452 0.368
2.211 0.194 -0.798 0.347 -0.623 0.074 1.117 0.539 -0.028 2.313 0.497 1.273 1.226
1.509 0.678 0.169 0.803 -0.520 0.857 0.604 -0.233 0.615 1.473 1.690 -0.202 -1.471
-0.336 1.683 0.126 0.049 -1.055 -0.950 1.371 -0.226 -0.038 -0.245 -1.910 0.143 0.495
-0.121 -0.448 0.310 1.715 -0.586 -0.369 0.952 1.792 2.282 0.719 -1.282 0.181 -0.691
1.907 0.179 1.432 -0.959 2.011 0.408 -0.055 1.593 1.603 -1.157 -2.989 0.011 -1.946
-1.640 0.551 0.018 0.432-0.309 0.294 0.858 -1.278 -0.353 -0.213 0.327 -0.596 -1.572
0.634 0.005 -0.583 -1.221 -0.989

Tabela 6.5: Secventa de valori la portul de iesire folosita pentru identificarea parame-
trilor in experimentul din problema 6.3.

-0.217 -0.057 -0.572 0.945 -0.442 -0.658 0.524 -0.023 -0.957 0.608 -0.621 -0.092
1.328 -0.903 -0.128 0.958 0.978 1.364 -1.008 -0.434 0.541 -0.729 0.421 -0.291 -
1.247-1.651 0.726 -1.144 -0.284 -1.473 0.819 -1.125 1.124 -0.019 1.501 0.491 -0.000
-0.176 -0.053 0.387 0.152 -0.364 0.642 -0.003 0.761 0.197 -0.218 -0.210 0.243 -1.377
0.694 0.106 -0.704 0.127 -0.790 0.191 -1.540 -0.287 1.868 -1.048 0.609 -1.564 0.286
0.703 0.385 -1.055 -0.139 0.566 -1.118 -0.350 -1.675 0.472 -1.932 1.193 -0.588 0.504
0.159-0.332 -0.555 0.310 0.625 -1.859 1.736 -0.039 -0.792 1.204 -1.627 0.727 -2.416
1.199 0.189 -0.366 0.616 0.488 -0.239 -0.238 -0.913 0.642 0.130 -0.149 0.276 0.772
-0.581 0.654 -0.675 0.551 -0.005 0.484 0.977 0.249 -1.112 0.215 0.478 -0.665 -0.207
-0.430 0.935 -0.069 1.539 -0.692 0.017 0.169 -1.009 0.369 0.495 0.088 0.312 1.966
-0.615 1.424 0.711 1.054 0.064 -0.013 0.148 -0.306 0.609 0.001 0.302 0.354 1.270
1.232 -0.798 -0.384 -0.338 1.156 -0.576 0.389 -0.592 -0.143 1.051 -0.988 0.362 -
0.531 -1.652 0.656 0.404 -0.356 -0.576 0.696 1.411 -1.228 0.144 0.291 0.620 0.782
-0.313 -1.143 0.862 -0.829 1.690 -0.922 0.959 -0.933 2.230 -0.827 0.473 0.630 0.734
-0.730 -1.298 1.250 -1.893 -0.335 0.703 -0.637 0.634 -0.671 0.083 0.299 -1.456 0.392
-0.349 0.141 -1.064 -0.694 1.139 -0.206 -0.532 -1.033
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Tabela 6.6: Secventa de valori la portul de intrare folosita pentru validare in experi-
mentul din problema 6.3.

0.394 -1.110 -0.410 -0.507 -0.151 0.531 1.896 -1.271 2.576 0.586 -1.726 0.140 -0.643
0.686 -1.191 -2.275 1.315 -0.532 -0.665 0.039 -0.064 -0.740 0.053 1.161 1.567 -0.209
-2.265 1.090 0.859 -0.483 -0.225 1.024 -0.297 -0.963 2.296 -1.600 0.254 0.251 0.063
0.179 -1.819 0.490 1.288 -1.202 0.575 -0.589 -0.402 -0.382 -1.059 0.857 -0.502 -
1.024 0.351 0.716 -0.685 -1.157 2.065 0.953 -2.082 -2.487 -1.202 0.203 -0.252 0.236
-0.329 -0.386 0.720 0.790 -1.396 -0.793 1.872 -0.152 0.643 0.822 2.153 -0.614 -0.011
-0.209 0.201 -0.581 1.148 0.126 1.108 -0.030 0.318 1.143 0.464 -2.282 1.960 0.248
2.048 -1.707 0.054 0.014 -0.679 0.743 0.634 2.133 -0.417 -0.033 -0.429 -1.420 0.080
0.849 1.635 -1.545 0.286 -1.352 0.125 1.755 0.903 -1.213 -0.509 0.429 -1.395 0.431
-0.681 0.712 0.771 -0.970 -0.803 0.933 -0.156 1.810 0.121 0.029 -1.003 0.974 0.999
0.479 -0.029 -0.077 -0.119 -0.131 -0.643 0.409 1.888 -1.284 0.195 -1.040 -1.335
0.739 -0.236 1.111 0.393 -0.825 0.470 -0.221 -1.450 -0.215 0.321 1.756 0.944 -0.853
1.064 1.967 -1.911 -0.886 -1.160 -2.623 0.306 -2.238 -0.371 1.115 0.082 0.270 0.161
-0.232 -1.482 0.095 0.663 -0.905 -0.569 0.031 -0.155 1.407 1.525 1.204 0.105 -1.049
-0.168 1.386 0.003 1.467 -0.476 -0.450 0.781 -1.093 0.906 0.664 1.583 -0.648 0.792
0.416 0.905 -0.835 -0.863 -0.445 -1.064 0.260

Tabela 6.7: Secventa de valori la portul de iesire folosita pentru validare in experimentul
din problema 6.3.

0.499 0.450 -1.243 0.409 -0.907 -0.324 0.376 0.801 -1.093 2.131 -0.691 -1.270 0.177
-0.737 0.696 -1.113 -1.008 1.435 -0.594 0.070 -0.352 -0.205 -0.142 0.039 0.815 0.496
-0.651-1.6491.115-0.014 -0.354 0.211 0.707 -0.193 -0.768 2.009 -1.931 0.923 -0.692
0.231-0.117-1.755 1.062 0.659 -1.296 1.081 -1.085 -0.266 -0.229 -0.595 0.649 -0.297
0.004 0.438 0.781 -0.229 -0.265 1.966 -0.335 -1.664 -0.973 0.094 -0.093 -0.451 0.735
-0.046 0.307 0.367 0.600 -1.292 -0.235 1.467 -0.666 0.917 -0.317 0.976 -1.218 0.834
-0.615 0.346 -0.923 1.084 -0.781 0.935 -0.601 0.379 0.152 0.323 -1.522 2.657 -0.947
2.141-1.945 1.243 -0.344 -0.631 0.761 0.266 0.960 -0.976 0.048 -0.744 -0.904 0.243
0.416 1.083-1.403 1.473 -1.528 0.821 1.146 0.443 -0.740 -0.131 0.708 -1.264 0.881 -
0.653 0.775 0.248 -1.106 -0.025 0.867 -0.909 1.789 -0.712 0.279 -0.682 0.712 -0.294
0.032 -0.584 -0.323 -0.068 -0.263 -0.666 0.441 1.055 -1.407 0.485 -1.197 -0.763
1.071 -0.893 1.052 0.228 -0.013 0.814 -0.296 -1.030 0.707 0.326 0.920 -0.013 -0.457
1.036 0.636 -2.206 0.432 -0.828 -1.170 0.887 -2.447 1.152 0.162 0.289 -0.014 0.400
0.014 -1.157 0.891 0.481 -0.884 -0.307 0.319 -0.179 1.224 0.553 0.078 -0.482 -0.526
0.408 0.759 0.051 1.660 -0.800 -0.336 0.238 -1.036 1.102 -0.178 0.662 -1.072 1.018
0.026 1.227 -1.140 -0.318 0.035 -0.904
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Tabela 6.8: Valorile secventei de validare la portul de intrare, aU din experimentul
prezentat in problema 6.4.

0.999 -0.540 0.575 0.412 0.125 0.844 -1.150 0.729 -0.848 0.538 0.923 -2.236 -0.810
-0.778 0.224 1.371 -1.200 0.976 -1.633 1.440 1.019 0.559 0.454 -0.446 0.510 -0.860
0.703 -0.373 -1.715 0.114 -0.756 1.059 -1.051 -1.186 0.287 -0.237 0.241 -1.465 -
1.868 2.096 0.802 -0.132 0.425 2.716 0.447 -0.061 -2.374 0.227 1.385 -1.019 -0.102
-0.238 1.683 0.143 1.393 0.168 1.009 0.740 1.217 1.105 0.574 -0.361 0.863 0.121
-1.035 -1.097 0.985 -0.843 0.388 1.222 -0.217 0.553 0.643 0.383 -0.492 -0.417 0.203
1.486 -0.020 0.013 1.334 1.512 -0.558 -0.396 -0.936 1.099 0.798 -0.315 -0.808 0.606
-1.012 -0.177 -1.157 -2.489 -1.973 -0.402 -1.016 0.376 0.644 0.659 -0.885 0.076
0.966 -1.668 0.469 -0.325 1.801 0.921 -1.252 -0.533 0.795 -0.686 0.304 0.749 -0.073
1.113 0.930-0.415 -1.528 -0.852 -0.347 1.424 -0.083 -0.638 -0.272 0.735 -1.182 0.327
2.332-0.167 -1.018 -0.120 0.379 0.680 -1.014 -0.255 1.254 -0.492 -0.301 0.346 0.461
-1.069 1.984 -0.019 -2.241 0.272 2.661 0.495 -0.088 -1.770 0.026 1.265 0.816 0.875
0.877-0.314 -0.782 1.095 -0.756 0.448 0.308 -1.798 0.302 -1.281 0.717 0.024 -1.782
0.964 -0.278 -0.683 -0.443 -0.204 -2.942 -0.602 -1.073 -0.393 0.478 -0.960 -0.395 -
0.349 -0.178 -1.088 -0.399 0.254 1.120 -1.227 -0.441 0.137 0.526 -0.215 0.889 -1.529
1.603 -0.363 0.715 0.669 0.688 0.494 1.010 1.578

Tabela 6.9: Valorile secvensei de validare la portul de iesire, aY din experimentul
prezentat in problema 6.4.

0.000 0.999 1.457 1.791 2.367 2.628 3.191 2.219 1.248 -0.164 -1.006 -0.202 -1.374
-3.847 -5.991 -6.459 -4.011 -2.010 0.168 0.514 1.278 3.296 5.118 6.102 5.352 4.044
1.714 0.013 -1.202 -3.713 -5.472 -6.308 -4.951 -3.532 -3.543 -3.149 -2.337 -1.178
-1.475 -3.988 -3.788 -1.039 1.361 3.128 6.667 9.617 9.920 5.744 0.712 -1.455 -3.007
-4.104 -4.340 -2.073 0.913 4.285 6.653 8.073 8.697 8.982 9.098 8.487 6.288 4.174
2.413 -0.277 -3.719 -4.948 -5.170 -4.324 -1.451 1.243 3.325 5.037 5.932 5.071 2.791
0.631 0.580 1.151 1.323 2.519 5.032 5.983 4.777 1.843 0.053 0.136 0.250 -0.686
-1.002 -1.732 -2.579 -3.903 -7.116 -11.160 -13.148 -13.128 -10.620 -5.909 -0.449
2.909 4.311 5.434 3.948 1.753 -0.224 0.075 2.091 2.292 0.816 0.148 -0.638 -1.099
-0.302 0.618 2.215 4.377 5.065 2.798 -0.964 -4.177 -4.340 -2.957 -2.077 -1.636 -
0.400 -0.270 -0.388 2.102 4.423 4.062 2.368 1.027 0.753 -0.265 -1.686 -1.217 -0.510
-0.461 -0.138 0.750 0.382 1.497 2.952 1.130 -1.221 0.175 2.942 4.451 2.803 0.230
-0.339 0.779 2.689 4.803 5.447 3.868 2.694 1.124 -0.130 -0.450 -2.227 -3.623 -5.005
-4.896 -3.458 -3.530 -2.801 -1.527 -1.152 -1.443 -1.784 -4.710 -7.890 -9.911 -10.273
-8.189 -5.814 -3.864 -2.272 -1.055 -1.170 -1.959 -2.066 -0.481 0.058 -0.631 -1.071
-0.571 -0.059 1.093 0.596 0.967 1.473 2.065 3.094 4.217 4.999 5.803
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Tabela 6.10: Valorile vectorului esantioanelor la portul de intrare, aU din experimentul
prezentat in problema 6.6.

1.798 0.688 -0.654 0.762 0.164 0.533 1.173 -0.514 -0.256 0.812 0.536 1.446 -2.485
0.251-1.433-0.376 -0.648 1.151 -2.087 0.652 -0.226 -1.168 -0.778 -1.064 0.560 1.510
1.189 0.539 0.257 0.483 -0.253 0.679 -1.341 -0.630 2.012 0.485 -1.063 0.104 0.014
0.842 0.698 -1.045 -0.709 0.711 0.846 -1.145 -0.089 -1.109 0.886 1.010 0.189 -0.400
0.373 0.953 -0.746 0.627 0.083 1.286 0.270 0.656 0.756 -0.673 0.034 0.673 -0.155
0.035 0.377 0.299 -1.237 0.881 -0.300 -1.204 -0.293 0.794 0.837 -0.732 1.206 0.542
0.510 -1.301 -0.297 -0.199 -0.766 -0.761 -1.264 -1.274 0.560 1.799 -0.768 0.015 -
0.243 -0.907 1.490 0.166 -0.691 -0.466 1.004 1.300 -2.414 -0.962 -0.243 0.531 -1.884
-1.191 -1.948 -0.791 -0.665 -0.230 1.817 -0.199 0.537 -1.167 -1.329 -0.504 0.524 -
0.550 -0.503 1.088 1.175 0.159 0.050 -0.702 -0.130 -0.523 0.804 -1.277 0.601 -0.402
-0.130 -1.487 0.985 -1.148 1.609 -0.577 3.512 0.329 -2.309 0.569 -1.060 -0.223 1.118
-0.557 0.396 -1.606 2.301 0.988 -0.138 0.625 -0.082 0.603 1.148 0.905 -1.422 1.573
-0.436 0.686 0.558 0.537 0.798 -2.188 -1.237 -1.873 -0.154 -0.285 0.952 0.711 0.525
1.707 1.046 -0.532 -1.071 1.842 -1.034 -0.296 -1.203 -1.107 -1.004 1.202 -0.898 -
1.846 -0.799 -0.042 -0.431 -1.158 -0.434 -0.373 -0.727 -1.262 -0.623 -0.769 0.231
1.824 0.776 -0.019 1.454 -1.630 -0.839 0.335 -0.746 0.085

Tabela 6.11: Valorile vectorului esantioanelor la portul de iesire, aY din experimentul
prezentat in problema 6.6.

1.714 1.118 -0.794 0.734 0.508 0.423 1.336 -0.325 -0.591 1.032 0.618 1.403 -2.209
-0.445 -0.681 -0.931 -0.430 1.055 -1.780 -0.106 0.403 -1.630 -0.956 -0.949 0.449
1.866 1.286 0.596 0.331 0.538 -0.204 0.592 -1.096 -1.046 2.146 0.905 -1.415 0.051
0.175 0.755 0.947 -1.157 -0.917 0.842 1.004 -1.105 -0.382 -0.889 0.534 1.391 0.131
-0.458 0.383 1.131 -0.643 0.237 0.393 1.195 0.538 0.505 0.925 -0.628 -0.218 0.828
-0.123 -0.018 0.479 0.341 -1.197 0.688 0.125 -1.530 -0.391 0.922 0.889 -0.629 0.863
0.904 0.262 -1.097 -0.677 -0.021 -0.827 -0.853 -1.183 -1.420 0.600 2.131 -0.607 -
0.449 -0.009 -1.144 1.431 0.626 -0.973 -0.565 1.078 1.544 -2.327 -1.610 0.051 0.494
-1.718 -1.684 -1.775 -1.137 -0.548 -0.365 1.794 0.097 0.190 -0.825 -1.788 -0.519
0.519 -0.395 -0.700 1.057 1.516 0.230 -0.053 -0.733 -0.249 -0.484 0.600 -1.029
0.235 0.080 -0.441 -1.359 0.704 -0.665 0.974 0.023 3.022 1.281 -2.974 0.257 -0.603
-0.737 1.387 -0.470 0.029 -1.349 1.840 1.774 -0.557 0.581 0.085 0.385 1.279 1.002
-1.468 1.102 0.117 0.059 1.024 0.369 0.890 -2.024 -1.716 -1.579 -0.539 0.027 0.881
1.069 0.513 1.832 1.336 -0.686 -1.269 1.865 -0.560 -0.954 -0.837 -1.398 -1.039 1.103
-0.612 -2.418 -0.822 0.082 -0.373 -1.294 -0.529 -0.210 -0.770 -1.319 -0.770 -0.615
0.093 2.070 1.106 -0.229 1.399 -1.277 -1.406 0.650 -0.613 -0.183
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Tabela 6.12: Valorile vectorului esantioanelor nedecalate - aN din experimentul pre-
zentat in problema 6.7.

0.  -0.35058217 4.7450604 1.11868824 2.18711055 -0.34825469 2.18514436
0.28922371 -0.49590589  2.12844001 2.94132532 2.73650442 2.38779853
6.71131287 5.32118265 7.43705839 5.506694 -0.66525612 -1.69176945 -0.74937275
2.29667039 3.40430134 9.1542454 8.04192021 5.41132554 5.1785614 5.24698391
4.99109124  6.54570972  9.93104547 11.46435569 7.50986988  8.41180801
11.37431239 6.61454985 3.66878591 -0.62467451 -2.28636107 -4.55625603
-8.06519425 -6.4869819 -6.89917791 -7.05516451 -5.91558955 -4.32318456

Tabela 6.13: Valorile vectorului esantioanelor decalate - aNtau din experimentul pre-
zentat in problema 6.7.

-0.34825469  2.18514436 0.28922371 -0.49590589 2.12844001 2.94132532
2.73650442 2.38779853 6.71131287 5.32118265 7.43705839 5.506694 -0.66525612
-1.69176945 -0.74937275 2.29667039 3.40430134 9.1542454 8.04192021 5.41132554
5.1785614 5.24698391 4.99109124 6.54570972 9.93104547 11.46435569 7.50986988
8.41180801 11.37431239 6.61454985 3.66878591 -0.62467451 -2.28636107 -
4.55625603 -8.06519425 -6.4869819 -6.89917791 -7.05516451 -5.91558955
-4.32318456 -3.14785328 -6.93277806 -8.0343955 -5.84213978 -4.1101053
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Raspunsuri
Problema 6.1:
a = 1.240.
Problema 6.2:

a=0.50, b= 0.69.
Daca zgomotul pe liniile de masurare este neglijabil, estimatorul celor mai mici patrate
returneaza valori foarte apropiate de valorile adevarate desi la portul de intrare se
aplica un proces aleator (cu parametri statistici cunoscuti).

Problema 6.3:

Clasa de modele ARX, y[k] +a-y[k — 1] = b- ulk — 1] + (e[k]).
a = 0.465, b = 0.693
Coeficientul Spearman r este p = 0.945, p,a = 0.
Concluzia analizei ipotezei statistice H0 este: secventa masurata este statistic similara
cu secventa estimata. Rezultatul este validat.

Problema 6.4:

Dintre cele trei modele candidate, al doilea model aproximeaza cel mai bine mode-
lul adevarat al sistemului dinamic deoarece valoarea functiei criteriu este cea mai mica.

Problema 6.5:

In cazul celui de-al doilea model, valoarea maximé pe densitatea de probabilitate
empirica a erorilor de aproximare - histograma erorilor - este cea mai mare dintre cele
trei modele analizate.

Al doilea model, dintre cele trei modele candidate aproximeaza cel mai bine modelul
adevarat al procesului dinamic.
Se obtine aceeasi concluzie ca si in problema precedenta.

Problema 6.6:

Modelul propus nu este cea mai buna aproximare a modelului adevarat al procesu-
lui dinamic.

Problema 6.7:

(a) aest = 0.446, bog = 0.490. (b) a® = 24.053°. (c) Erorile de aproximare nu sunt
de natura zgomotului alb; contin o componenta determinista.
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Rezolvari

Rezolvarea problemei 6.1

ETAPELE REZOLVARII.
Pe baza expresiei modelului procesului, se scrie sistemul (incompatibil) de ecuatii for-
mat cu datele prelevate si parametrii estimati ai modelului:

o= a Y1 1

= 4 1 ~
GNP |  xieY =X xi,
yn = a YN 1

Pseudo-solutia sistemului de ecuatii de mai sus este estimatorul celor mai mici patrate
care are expresia generala:

f=[xX"X]"" x [X"Y],
incare Y = [yi;.. . yn]T, X =[1;.. ;1T si 0 = a.

CODURI - APLICATIA 6.1.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx
sympy.init_printing ()

Preluarea datelor din experiment.

aU=numpy . loadtxt ( 'Cap6Prob61_aSemnal. txt ’)#preia datele din fisier

Reprezentarea grafica a datelor prelevate.

fig = pyplot.figure(figsize=(6, 3))
gs = fig.add_gridspec (1, 2, width_ratios=(7, 2),
left =0.1, right=0.9, bottom=0.1, top=0.9,
wspace=0.2, hspace=0.2)
ax = fig.add_subplot(gs[0, 0])
ax.plot (aU, linestyle=""
ax.grid (True)
ax.set_xlabel (’Index_esantioane )
ax.set_ylabel ("Amplitudine ”)
ax_histy = fig.add_subplot(gs[0, 1], sharey=ax)
ax_histy.hist (aU, bins=25,orientation="horizontal ")
ax_histy.grid (True)
ax_histy.set_xlabel (' Frecventa’)

,marker="0")

Rezultat: in figura(6.1).

Inserarea elementelor in matricele X si Y din formula estimatorului.
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aY=numpy . reshape (aU,[aU.shape [0] ,1])# vectorul masuratorilor, aY

aX=numpy. ones_like (aY)#matricea aX — un vector cu toate elementele
unitare

aTheta=numpy . matmul (numpy . linalg . inv (numpy . matmul (numpy . transpose (

aX) ,aX)) ,(numpy.matmul (numpy . transpose (aX) ,aY)))
aTheta

a_est=aTheta [0][0]

a_est , format(a_est,’5.3f")#valoarea adevarata = 1.25

Rezultat: a = 1.24.
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Rezolvarea problemei 6.2

ETAPELE REZOLVARII.
Estimarea parametrilor modelului cu estimatorul celor mai mici patrate.
Se porneste de la expresia modelului functiei de transfer-z in enuntul problemei.
Se foloseste operatorul de intarziere cu un pas si se obtine ecuatia cu diferente care
descrie procesul.
ylkl = —a - ylk — 1] + b - ulk — 1] + (e[k]).

Se scrie sistemul (incompatibil) de ecuatii format cu datele prelevate si parametrii
estimati ai modelului:

Yo = — &~y1+l}~ul Y2 —Y1 Uy
R R O x{%]@Y_Xxé.
Yy =— a-yn_1-+ b- UN—_1 YN —YN-1 UN-1

Pseudo-solutia sistemului de ecuatii de mai sus este estimatorul celor mai mici patrate
care are expresia generala:

1

0=[X"X]" x [X"Y].

Rezultatul estimarii se compara cu datele de catalog (valorile adevarate ale parametri-
lor modelului).

CODURI - APLICATIA 6.2.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx
sympy.init_printing ()

Preluarea datelor din experiment.

aU=numpy . loadtxt ( 'Cap6Prob62_aU.txt " )#preia datele din fisier
aY=numpy . loadtxt ( 'Cap6Prob62_aY .txt " )#preia datele din fisier

Reprezentarea grafica a datelor prelevate.

fig = pyplot.figure(figsize=(8, 4))

gs = fig.add_gridspec(2, 2, width_ratios=(7, 2),
left =0.1, right=0.9, bottom=0.1, top=0.9,
wspace=0.1, hspace=0.2)

axl = fig.add-subplot(gs[0, 0])

axl.plot(aU, linestyle="" marker="0")

axl.grid (True)

axl.set_xlabel (’Index_esantioane’)

axl.set_ylabel (’Amplitudine_—_aU")

ax1_histy = fig.add_subplot(gs[0, 1], sharey=axl)

ax1_histy.hist (aU, bins=20,orientation="horizontal ")

ax1l_histy.grid (True)
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ax1_histy.set_xlabel (' Frecventa )

ax2 = fig.add_subplot(gs[l, 0])

ax2.plot(aY,linestyle="" marker="0", color="orange’)

ax2.grid (True)

ax2.set_xlabel ('Index_esantioane ”)

ax2.set_ylabel (’Amplitudine —_aY ")

ax2_histy = fig.add_subplot(gs[l, 1], sharey=ax2)

ax2_histy . hist (aY,bins=20,orientation="horizontal’, color="orange’)
ax2_histy.grid (True)

ax2_histy.set_xlabel (’Frecventa’)

Rezultat: in figura (6.2).
Estimarea parametrilor moelului cu estimatorul celor mai mici patrate.

#y [k]=—axy [k—1]+bU [k—1]

iDimY=aY.shape [0]#numarul de coloane ale vectorului a¥Y = N numarul
de esantioane

X=numpy . empty ([iDimY —1,2])#prototipul matricei X — doua coloane si
N—-1 linii

Y=numpy . empty ([iDimY —1,1])#prototipul matricei Y — o coloana si N—1
linii

for k1 in list (range (iDimY-1)):
X[k1l,0]=—aY[kl]|#prima coloana din X, indexul incepe de la 1

pana la N-1

X[kl,1]=aU[kl]#a doua coloana din X, indexul incepe de la 1
pana la N-1

Y[kl,0]=aY[kl+1]#coloana din Y, indexul incepe de la 2 pana la
N

Theta=numpy . matmul (numpy . linalg . inv (numpy . matmul (numpy . transpose (X)
X)),
(numpy . matmul (numpy . transpose (X) ,Y) ) )#calculul
estimatorului celor mai mici patrate
Theta#valorile adevarate a=0.5; b=0.7

Rezultat: a@ = 0.50, b = 0.60.
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Rezolvarea problemei 6.3

ETAPELE REZOILVARII.

- Se adopta un model din clasa de modele ARX, cu cel mai mic numar de parametri
descris prin ecuatia cu diferente:

ylk] +a-ylk — 1] = b-u[k — 1] + (e[k]).

- Se implementeaza algoritmul celor mai mici patrate folosind pentru identificare secventele

de esantioane selectate pentru identificare si se estimeaza valorile parametrilor mo-
delului, a si b - asemanator cu problema precedenta.

- In continuare, se folosesc secventele de date selectate pentru validarea modelului.
Se calculeaza valorile estimate ale secventei la portul de iesire pe baza secventei de
esantioane masurate la portul de intrare si a parametrilor modelului, estimati la pasul
precedent care se compara cu esantioanele masurate ale secventei la portul de iesire.

- Compararea secventelor de date se poate face prin mai multe metode.
O metoda simpla, dar intuitiva este testarea ipotezei statistice H0. Testul HO ofera
informatia daca cele doua secvente sunt necorelate statistic. Testul consta in calculul
coeficientului de corelatie Spearman-r - notat p - care ia valori in intervalul [—1;1].
Daca p = 0 atunci secventele sunt necorelate statistic; daca p = 1 secventele sunt
corelate (similare) si daca p = —1; atunci secventele sunt disimilare (simiare dar in
sens de variatie invers).

- Daca rezultatul identificarii nu poate fi validat la pasul precedent, atunci se alege o
alta clasa de modele - cu un numar mai mare de parametri si, se reia procedura de
analiza.

CODURI - APLICATIA 6.3.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from scipy import stats

from matplotlib import pyplot
from sympy importsx
sympy.init_printing ()

Preluarea datelor din experiment.

aUid=numpy. loadtxt ( 'Cap6Prob63_aUid. txt ' )#preia datele pentru
identificare din fisier

aYNid=numpy . loadtxt ( 'Cap6Prob63_aYNid . txt ’)#preia datele pentru
identificare din fisier

aUval=numpy. loadtxt ( ’Cap6Prob63_aUval.txt ’)#preia datele pentru
validare din fisier

aYNval=numpy . loadtxt ('Cap6Prob63_aYNval.txt ' )#preia datele pentru
validare din fisier

Reprezentarea grafica a datelor prelevate.
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fig = pyplot.figure(figsize=(8, 4))

gs = fig.add_gridspec(2, 2, width_ratios=(7, 2),
left =0.1, right=0.9, bottom=0.1, top=0.9,
wspace=0.1, hspace=0.2)

axl = fig.add-subplot(gs[0, 0])

axl.plot (aUid,linestyle="" marker="0")

axl.grid (True)

axl.set_xlabel (’Index_esantioane’)

axl.set_ylabel (’Amplitudine —_aUid ")

ax1l_histy = fig.add_subplot(gs[0, 1], sharey=axl)

ax1_histy.hist (aUid, bins=20,orientation="horizontal ’)

ax1_histy.grid (True)

ax1_histy.set_xlabel (' Frecventa )

ax2 = fig.add_subplot(gs[l, 0])

ax2.plot (aYNid, linestyle="" ,marker="0’, color="orange’)

ax2.grid (True)

ax2.set_xlabel ("Index_esantioane ”)

ax2.set_ylabel (’Amplitudine —_aYNid ")

ax2_histy = fig.add_subplot(gs[l, 1], sharey=ax2)

ax2_histy . hist (aYNid, bins=20,orientation="horizontal’, color=’
orange )

ax2_histy.grid (True)

ax2_histy.set_xlabel (' Frecventa )

Rezultat: in figura(6.3).

Estimarea parametrilor modelului cu primul set de date.

iDimY=aUid . shape [0]#numarul de coloane ale vectorului a¥Y = N
numarul de esantioane
X=numpy . empty ([iDimY —1,2])#prototipul matricei X — doua coloane si
N—1 linii
Y=numpy . empty ([iDimY —1,1])#prototipul matricei Y — o coloana si N-—1
linii
for k1 in list (range (iDimY-1)):
X[k1,0]=—a¥YNid [kl |#prima coloana din X, indexul incepe de la 1
pana la N—1
X[kl,1]=aUid [kl ]#a doua coloana din X, indexul incepe de la 1
pana la N-1
Y[k1,0]=aYNid [kl+1]#coloana din Y, indexul incepe de la 2 pana

la N
Theta=numpy . matmul (numpy . linalg . inv (numpy . matmul (numpy . transpose (X)
X)),
(numpy . matmul (numpy . transpose (X) ,Y) ) )J#calculul
estimatorului celor mai mici patrate
Theta

Rezultat: a = 0.465 si b = 0.693.

Validarea rezultatului cu cel de-al doilea set de date.

T
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dAest=Theta [0 ,0]#valoarea estimata a parametrului a
dBest=Theta [l ,0]#valoarea estimata a parametrului b
aYest=numpy.empty_like (aYNval)#prototipul vectorului valorilor
estimate
aYest [0]=04#valoarea initiala
for k1 in list (range (iDimY—-1)):
aYest [kl4+1]=—dAestxaYest [kl]+dBestxaUval [kl ]

rho , pval=stats.spearmanr (aYNval,aYest)#calculul coeficientului de
similaritate Spearman R.
rho, pval

Rezultat: p = 0.945 si p,a = 0.

INTERPRETAREA REZULTATULUI TESTULUI.

Valoarea coeficientului de corelatie p este foarte aproape de 1 ceea ce indica similaritate
(in sens statistic) intre cele doua secvente de esantioane.

Rezulta ca rezultatul identificarii este validat.
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Rezolvarea problemei 6.4

ETAPELE REZOLVARII.

- Pentru fiecare model candidat se calculeaza erorile de aproximare. Acestea reprezinta
diferenta dintre valorile masurate la portul de iesire si valorile estimate pe baza
secventei la portul de intrare si a parametrilor modelului:

Ek:yk—ﬂk,szlN

- In continuare se calculeaza valorile functiei criteriu, i.e. suma patratelor valorilor
erorilor de aproximare:

N
J:E & =¢ Xe

k=1

- Cu cat modelul aproximeaza mai bine modelul adevarat al procesului dinamic cu
atat valoarea functiei criteriu corespunzatoare este mai mica.
Prin urmare, se compara valorile functiei criteriu corespunzatoare celor trei modele
candidate si se alege modelul caruia 1i corespunde valoarea cea mai mica.

- Deoarece, in aplicatie vom folosi functiile modului scipy.signal, se rescriu ecuatiile
cu diferente care descriu cele trei modele candidate sub forma functiilor de transfer-z.
Rezulta expresiile:

z+0.3
H - :
1(2) 22— 1501z + 0.55°
z + 0.551
H. - -
2(2) 22— 1.491z + 0.707’
22 4+0.4352 + 0.25
H3(z) =

23 — 1.5012%2 4+ 0.552 + 0.152°

CODURI - APLICATIA 6.4.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from scipy import signal
from scipy import stats

from matplotlib import pyplot
from sympy importx

sympy . init_printing ()

Preluarea datelor din experiment.

aTimp=numpy. loadtxt ( "Cap6Prob64_aTimp. txt *)#preia datele din fisier
— secventa esantioanelor de timp

aU=numpy . loadtxt ( 'Cap6Prob64_aU.txt " )#preia datele din fisier —
secventa la portul de intrare

aY=numpy . loadtxt ( 'Cap6Prob64_aY .txt ' )#preia datele din fisier —
secventa la portul de iesire

Reprezentarea grafica a datelor prelevate.

145




METODE PARAMETRICE

fig = pyplot.figure(figsize=(8, 4))

gs = fig.add_gridspec(2, 2, width_ratios=(7, 2),
left =0.1, right=0.9, bottom=0.1, top=0.9,
wspace=0.1, hspace=0.2)

axl = fig.add_subplot(gs[0, 0])

axl.plot (aTimp,aU, linestyle="" marker="0")

axl.grid (True)

axl.set_xlabel ('Timpul”)

axl.set_ylabel (’Amplitudine_—_aU")

ax1l_histy = fig.add_subplot(gs[0, 1], sharey=axl)

ax1_histy.hist (aU, bins=20,orientation="horizontal ")

ax1_histy.grid (True)

ax1_histy.set_xlabel (' Frecventa’)

ax2 = fig.add_subplot(gs[l, 0])

ax2.plot (aTimp,aY, linestyle="" ,marker="0", color="orange’)

ax2.grid (True)

ax2.set_xlabel (*Timpul )

ax2.set_ylabel (’Amplitudine_—_aY ")

ax2_histy = fig.add_subplot(gs[l, 1], sharey=ax2)

ax2_histy . hist (aY,bins=20,orientation="horizontal’, color=’"orange’)
ax2_histy.grid (True)

ax2_histy.set_xlabel (’Frecventa’)

Rezultat:
]
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Figura 6.5: Reprezentarea grafica a datelor prelevate in experimentul din problema
6.4.

Estimarea valorii functiei criteriu - Primul model.

#H1(z)=(240.3) /(z"2—1.501240.55) functia de transfer echivalenta
dTe=1

Hlnum=[1, 0.3]#numaratorul functiei de transfer

Hl. den=[1, —1.501, 0.55]#numitorul functiei de transfer
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Hl=signal . TransferFunction (Hl.num, H1l_den,dt=1)#functia de transfer
a primului model

tout ,aYlest=signal.dlsim (H1l,aU)#estimarea esantioanelor raspunsului
primului model

aEpsl=aY-numpy. transpose (aYlest[: ,0])

dJ1=numpy . matmul (numpy . transpose (aEpsl) ,aEpsl)

dJ1, format(dJ1,’5.3f")

Rezultat: J; = 5246.494.

Estimarea valorii functiei criteriu - Al doilea model.

#H2(2)=(24+0.551) /(2°2—1.4912+0.707)

H2 num=[1, 0.551]#numaratorul functiei de transfer

H2_ den=[1, —1.491, 0.707]#numitorul functiei de transfer

H2=signal . TransferFunction (H2.num, H2.den,dt=1)#functia de transfer
a celui de—al doilea model

tout ,aY2est=signal.dlsim (H2,aU)#estimarea esantioanelor raspunsului
celui de—al doilea model

aEps2=aY-numpy . transpose (aY2est [: ,0])#calcul erorilor de aproximare

dJ2=numpy . matmul (numpy . transpose (aEps2) ,aEps2)#calculul valorii
functiei criteriu

dJ2, format (dJ2,'5.3f")

Rezultat: J, = 20.201.

Estimarea valorii functiei criteriu - Al treilea model.

H3num=[1, 0.435, 0.25]#numaratorul functiei de transfer

H3_den=[1, —1.501, 0.55, 0.152]#numitorul functiei de transfer

H3=signal . TransferFunction (H3.num, H3_den,dt=1)#functia de transfer
a celui de—al treilea model

tout ,aY3est=signal.dlsim (H3,aU)#estimarea esantioanelor raspunsului
celui de—al treilea model

aEps3=aY-numpy. transpose (aY3est [: ,0])#calcul erorilor de aproximare

dJ3=numpy . matmul (numpy . transpose (aEps3) ,aEps3)#calculul valorii
functiei criteriu

dJ3,format (dJ3,’5.3f")

Rezultat: J; = 1289.524.

CONCLUZIE:
Valoarea minima a functiei criteriu corespunde celui de-al doilea model; deci, dintre
cele trei modele candidate, al doilea model este cea mai buna aproximare a modelului
adevarat.
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Rezolvarea problemei 6.5

ETAPELE REZOLVARII.

Metoda verosimilitatii maxime consta in analiza densitatii de probabilitate empirice
(histograma) erorilor de aproximare ale identificarii.

Principiul metodei este urmatorul: fiind date un set de modele candidate si histogra-
mele erorilor de aproximare corespunzatoare. Modelul care aproximeaza cel mai bine
modelul adevarat al procesului dinamic este acela caruia 1i corespunde histograma cu
valoarea maxima cea mai mare.

- Pe baza secventelor de valori ale esantioanelor la porturile de intrare/iesire, se cal-
culeaza erorile de aproximare pentru cele trei modele candidate, asemanator cu pro-
blema precedenta.

- Se calculeaza histogramele erorilor de aproximare pentru fiecare dintre modele.

- Se compara valorile maxime pe histograme si se implementeaza principiul verosimi-
litatii maxime.

CODURI - APLICATIA 6.5.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from scipy import signal
from scipy import stats

from matplotlib import pyplot
from sympy importx

sympy . init_printing ()

Preluarea datelor din experiment.

aTimp=numpy . loadtxt ( ’Cap6Prob64_aTimp. txt " )#preia datele din fisier
— secventa esantioanelor de timp

aU=numpy . loadtxt ( 'Cap6Prob64_aU.txt ' )#preia datele din fisier —
secventa la portul de intrare

aY=numpy . loadtxt ( 'Cap6Prob64_aY .txt ' )#preia datele din fisier —
secventa la portul de iesire

Estimarea erorilor de aproximare - Primul model

#H1(2)=(240.3) /(2z"2—1.501240.55) functia de transfer echivalenta
dTe=1

Hl num=[1, 0.3]#numaratorul functiei de transfer

Hl.den=[1, —1.501, 0.55]#numitorul functiei de transfer

Hl=signal . TransferFunction (Hl num, H1 den,dt=1)#functia de transfer
a primului model

tout ,aYlest=signal.dlsim (Hl,aU)#estimarea esantioanelor raspunsului
primului model

aEpsl=aY-numpy. transpose (aYlest [: ,0])#calculeaza vectorul erorilor
de aproximare

Estimarea erorilor de aproximare - Al doilea model
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#H2(2)=(2+0.551) /(2"2—1.4912+0.707)

H2 num=[1, 0.551]#numaratorul functiei de transfer

H2 den=[1, —1.491, 0.707]#numitorul functiei de transfer

H2=signal . TransferFunction (H2.num, H2.den,dt=1)#functia de transfer
a celui de—al doilea model

tout ,aY2est=signal.dlsim (H2,aU)#estimarea esantioanelor raspunsului
celui de—al doilea model

aEps2=aY-numpy . transpose (aY2est [: ,0])#calcul erorilor de aproximare

Estimarea erorilor de aproximare - Al treilea model

#H3(2z)=(2"240.4352+40.25) /(z2"3—1.5012"240.552+0.152)

H3num=[1, 0.435, 0.25]#numaratorul functiei de transfer

H3_den=[1, —1.501, 0.55, 0.152]#numitorul functiei de transfer

H3=signal . TransferFunction (H3.num, H3_den,dt=1)#functia de transfer
a celui de—al treilea model

tout ,aY3est=signal.dlsim (H3,aU)#estimarea esantioanelor raspunsului
celui de—al treilea model

aEps3=aY-numpy . transpose (aY3est [: ,0])#calcul erorilor de aproximare

Calculul histogramelor (densitatile de probabilitate empirice) ale erorilor de aproxi-
mare.

fig , ax=pyplot.subplots(nrows=1,ncols=1)

ax . hist (aEpsl,bins=20,density=True,label="Modelul_1")
ax. hist (aEps2,bins=20,density=True, label="Modelul .2 ")
ax . hist (aEps3,bins=20,density=True, label="Modelul.3")
ax.grid (True)

ax.legend ()

ax.set_xlabel (’Bins’)

ax.set_ylabel (’Density ")

Rezultat:
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Figura 6.6: Histogramele erorilor de aproximare pentru setul de trei modele candidate
din experimentul prezentat in problema 6.5.
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Rezolvarea problemei 6.6

ETAPELE REZOLVARII.

Modelul care reprezinta cea mai buna aproximare unui proces dinamic se caracteri-
zeaza prin aceea ca pentru orice set de doua secvente ale proceselor la porturile de
intrare/iesire, erorile de aproximare sunt de natura zgomotului alb.

Prin urmare trebuie sa testam pe baza datelor din problema ipoteza ca erorile de apro-
ximare ale modelului propus sunt de natura zgomotului alb. Testarea se poate face cu
ajutorul functiei de autocorelatie a erorilor de aproximare.

Ipoteza se confirma daca reprezentarea grafica a functiei de autocorelatie are aspectul
graficului functiei de autocorelatie a zgomotului alb - asemanator cu graficul impulsului
Dirac.

CODURI - APLICATIA 6.6.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from scipy import signal

from scipy import stats, correlate
from matplotlib import pyplot
from sympy importsx

sympy . init_printing ()

Preluarea datelor din experiment.

aU=numpy . loadtxt ( 'Cap6Prob66_aU.txt " )#preia datele din fisier —
secventa la portul de intrare

aY=numpy . loadtxt ( 'Cap6Prob66_aYN.txt ")#preia datele din fisier —
secventa la portul de iesire

Reprezentarea grafica a datelor prelevate.

fig = pyplot.figure(figsize=(8, 4))

gs = fig.add_gridspec (2, 2, width_ratios=(7, 2),
left =0.1, right=0.9, bottom=0.1, top=0.9,
wspace=0.1, hspace=0.2)

axl = fig.add_subplot(gs[0, 0])

axl.plot(aU, linestyle="" marker="0")

axl.grid (True)

axl.set_xlabel (’Index_esantioane’)

axl.set_ylabel (’Amplitudine_—_aU")

ax1_histy = fig.add_subplot(gs[0, 1], sharey=axl)

ax1_histy . hist (aU, bins=20,orientation="horizontal ")

ax1_histy.grid (True)

ax1_histy.set_xlabel(’Frecventa’)

ax2 = fig.add_subplot(gs[l, 0])

ax2.plot (aY,linestyle="" marker="0", color=’orange’)
ax2.grid (True)

ax2.set_xlabel (’Index_esantioane )

ax2.set_ylabel (" Amplitudine _—_aYN")

ax2_histy = fig.add_subplot(gs[l, 1], sharey=ax2)
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ax2_histy.hist (aY,bins=20,orientation="horizontal ’, color="orange’)
ax2_histy.grid (True)
ax2_histy.set_xlabel(’Frecventa’)

Rezultat:
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Figura 6.7: Secventele de esantioane prelevate in experimentul din problema 6.6.

Estimarea erorilor de aproximare.

#(z)=(z+bl) /(z"2+alxz+a2) functia de transfer echivalenta dTe=1

al=0.74#valoarea estimata a parametrului al

a2=0.02#valoarea estimata a parametrului a2

bl1=0.14#valoarea estimata a parametrului bl

Hnum=[1,bl|#numaratorul functiei de transfer

H._den=[1, al, a2]#numitorul functiei de transfer

H=signal . TransferFunction (Hnum, H_den,dt=1)#functia de transfer a
primului model

tout ,aYest=signal.dlsim (H,aU)#estimarea esantioanelor raspunsului
primului model

aEps=aY-numpy. transpose (aYest [: ,0])#calculeaza vectorul erorilor de
aproximare

Calculul si reprezentarea grafica a functiei de autocorelatie a erorilor de aproximare.

aEpsCorr=numpy. correlate (aEps,aEps, mode="full )

fig , ax=pyplot.subplots(nrows=1,ncols=1)
ax.plot (aEpsCorr)

ax.grid (True)

#ax . legend ()

ax.set_xlabel ("Tau’)

ax.set_ylabel (’Functia_de_autocorelatie )

Rezultat:
INTERPRETAREA REZULTATELOR.
Aspectul reprezentarii grafice a functiei de autocorelatie nu este de forma reprezentarii
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Figura 6.8: Reprezentarea grafica a functiei de autocorelatie a erorilor de aproximare
pentru experimentul din problema 6.6.

grafice a functiei de autocorelatie a zgomotului alb. Prin urmare, modelul propus nu
este cea mai buna aproximare a modelului adevarat al procesului dinamic.

OBSERVATII.

- Compararea reprezentarii grafice a functiei de autocorelatie a erorilor de aproximare
cu reprezentarea grafica generica a zgomotului alb ofera o informatie calitativa asupra
rezultatului bazata pe experienta experimentatorului.

- Informatia cantitativa poate fi obtinuta daca se calculeaza coeficientii de corelatie
dintre esantioanele secventei erorilor de aproximare si esantioanele aceleiasi secvente
la care indexul esantioanelor este decalat cu 7 pasi (maximum 10% din numarul total
de esantioane din secventa).

Criteriul pe baza caruia se confirma ipoteza similitudinii cu zgomotul alb este: valorile
coeficientilor de corelatie situati pe subdiagonalele adiacente diagonalei principale sa
fie zero (foarte aproape de zero).

Urmatoarele coduri permit calculul coeficientilor de corelatie pentru 7 = 7.

Tau=7#valoarea deplasarii in domeniul timpului

aEpsl=aEps[0:aEps.shape[0] —Tau]#secventa de esantioane nedeplasata

aEpslTau=aEps|[Tau:aEps.shape [0]]#secventa de esantioane deplasata
cu tau

aCorr=numpy. corrcoef (aEpsl ,aEpslTau)#calculeaza matricea
esantioanelor

#functiei de autocorelatie

aCorr, sympy.print_latex (aCorr)

1. —0.12812138

Rezultat: | 15619134 1.
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Rezolvarea problemei 6.7

ETAPELE REZOLVARII.

- FErorile de aproximare ofera informatia privind calitatea modelului estimat. Prezenta
componentei deterministe in secventa erorilor de aproximare indica faptul ca ipoteza
pe baza careia a fost facuta estimarea se confirma doar in parte.

- Spre deosebire de abordarea din problema 6.6, care permite evaluarea calitativa a
rezultatului estimarii, analiza de corelatie a erorilor de aproximare permite evaluarea
mai precisa - cantitativa - a rezultatului estimarii.

- Se calculeaza dreapta de regresie dintre secventa erorilor de aproximare si secventa
erorilor de aporximare deplasata cu o valoare 7 - cel mult 10% din lungimea secventei.

- Ipoteza statistica HO privind absenta corelatiilor statistice dintre cele doua secvente
se testeaza prin evaluarea valorii unghiului « dintre dreapta de regresie si axa ori-
zontald. Daca unghiul alpha = 45° atunci cele doud secvente sunt statistic similare
si deci secventele sunt corelate statistic. Daci unghiul alpha = 0°

CODURI - APLICATIA 6.7.
Se apeleaza modulele necesare.

import numpy

import sympy

from matplotlib import pyplot
from sympy importx
sympy.init_printing ()

Preluarea datelor prelevate.

aN=numpy . loadtxt ( 'Cap6Problema67_aN . txt ' )#preia datele din fisier
aNtau=numpy . loadtxt (’Cap6Problema67_aNtau.txt ' )#preia datele din
fisier

fig ,ax=pyplot.subplots (nrows=1, ncols=1)
ax.scatter (aN,aNtau)

ax.set_xlabel (’aN_[s] ")

ax.set_ylabel (’aNtau’)

ax.grid (True)

Rezultat:

Sl=numpy .sum (aN*aN)#calculul sumei SI
S2=numpy .sum (aN)#calculul sumei S2
S3=numpy .sum (aN*aNtau)#calculul sumei S3
S4=numpy .sum (aNtau)#calculul sumei 5S4
N=numpy . size (aN)#numarul de esantioane

S1,S2,83,54,N

a_est=sympy.symbols(’a_est’, real=True)#definitia variabilei a_est

b_est=sympy.symbols(’'b _est’, real=True)#definitia variabilei b _est

expr=sympy. linsolve ([Sl*a_est+S2xb_est —S3,S2xa_est+b_est«xN-S4] ,(
a_est ,b_est))#rezolvarea sistemului de ecuatii liniare
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a_est=list (expr) [0][0]#preia valoarea variabilei din structura de
date

b_est=list (expr) [0][1]#preia valoarea variabilei din structura de
date

a_est ,b_est, format(a_est,’5.3f"), format(b_est,’ 5.3f")

Rezultat: a.y = 0.446, b, = 0.490.

aNest=a_est *aN+b_est
fig ,ax=pyplot.subplots (nrows=1, ncols=1)

ax.scatter (aN,aNest ,color="orange’,label="Valori_estimate_aNest_vs._
aN_")
ax.plot (aN,aNest, color="orange’,label="Valori_estimate._aNest_vs.aN

)

ax.scatter (aN,aN, color="green’, label="Valori_masurate_aN_vs._aN")
ax.plot (aN,aN, color="green’,label="Valori’)

ax.scatter (aN,aNtau, color="blue’ ,marker="0", label="Valori.
masurate _aNtau_.vs._aN")

ax.set_xlabel (’aN")
ax.set_ylabel (’aNtau’)
ax.grid (True)
ax.legend ()

Rezultat:
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Figura 6.9: Pozitionarea in plan a dreptei de regresie esantioanelor erorilor de aproxi-
mare din problema 6.7.

Calculul unghiului dintre axa orizontala si directia dreptei de regresie.

alpha=(sympy.atan(a_est)*180/sympy.pi).evalf()
alpha, format (alpha, 5.3f")
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Rezultat: o® = 24.053°.

INTERPRETAREA REZULTATULUI
a® # 0 indica prezenta unei componentei deterministe in procesul aleator; o # 45°
indica absenta similaritatii statistice intre cele doua secvente de esantioane.
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